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Teoria de productos cruzados trenzados

Resumen

La nocién de producto cruzado A#H, de un dlgebra de Hopf H con un élge-
bra A sobre la cual H actda débilmente, y que esta provista de un cociclo
normal f: H® H — A, fue introducida independientemente en [3] y [14],
generalizando la construccidn clasica de producto cruzado de un grupo con
un algebra. Un caso importante es el de los productos semidirectos (productos
cruzados A#H, con cociclo trivial f(h ® ) := e(h)e(l), asociados a una accién
de H sobre A). Numerosos trabajos han sido dedicados al estudio de este con-
cepto (vease el libro [26] y las referencias citadas ahi). En particular se sabe
que si H es un dlgebra de Hopf de dimensioén finita, entonces existe un contex-
to Morita natural relacionando cada producto semidirecto A#H con el anillo
HA - de invariantes de la accion. En el trabajo [18] se extendieron al contexto
trenzado las definiciones de producto cruzado (y en particular de producto se-
midirecto) dadas en [3] y [14], y se probd que en este contexto siguen valiendo
muchos de los resultados bien conocidos en el caso cldsico (en particular los re-
lacionados con la existencia de un contexto Morita). En esta tesis estudiamos
este contexto en detalle. Nuestro primer objetivo es determinar condiciones
bajo las cuales las flechas que lo definen son sobreyectivas (lo que logramos,
obteniendo ademads varias aplicaciones de estos resultados). Nuestro segundo
objetivo es describir los productos cruzados de una familia de dlgebras de Hopf
trenzadas.

Palabras claves Algebras de Hopf trenzadas, transposiciones, productos cruzados, contexto
Morita, elementos de traza uno.






Theory of Braided Hopf Crossed Products

Abstract

The notion of crossed product A#H, of a Hopf algebra H with an algebra A
endowed with a weak action of H and a normal cocycle f: H® H — A, was
introduced independently in [3] and [14], is a generalization of the classical
construction of a crossed product of a group with an algebra. An important
case is the one of smash products (crossed products A#H, with trivial cocycle
f(h® 1) := e(h)e(l), associated to an action of H on A). A lot of work were
devoted to the study of this concept (see the book [26] and the references cited
there). In particular it is known that if H is a finite dimensional Hopf algebra,
then there exists a natural Morita context relating every smash products A#H
with the invariants ring HA  In the work [18] it was extended to the braided set-
ting the definitions of crossed products (and in particular the definition smash
product) given in [3] and [14], and it was proved that in this setting remain
valid many of the well known results in the classical case (in particular those
related with the existence of a Morita context). In this thesis we study this con-
text in detail. Our first aim is to determine sufficient conditions in order that
the arrows defining this contex are surjective (what we accomplished, besides
getting several applications of these results). Our second aim is to describe the
crossed product of a family of braided Hopf algebras.

Key words Braided Hopf algebras, transpositions, crossed products, Morita context, trace
one elements.
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Prefacio

La nocién de producto cruzado A#¢H, de un élgebra de Hopf H con un dlgebra A sobre la
cual H actia débilmente, y que esta provista de un cociclo normal f: H ® H — A, fue introdu-
cida independientemente en [3] y [14]. Esta construccidn generaliza en forma directa la clasica de
producto cruzado de un dlgebra con un grupo que actiia sobre ella mediante automorfismos, y es
lo suficientemente amplia para incluir como casos particulares a las dlgebras de operadores dife-
renciales y a las dlgebras graduadas sobre un grupo finito (estos son los ejemplos que se obtienen
cuando el dlgebra de Hopf es el dlgebra envolvente de un dlgebra de Lie y el dlgebra dual de un
dlgebra de un grupo finito, respectivamente). Un caso particular muy importante es el de los pro-
ductos semidirectos que, por definicion, son los productos cruzados asociados a una accién de H
sobre A y al cociclo trivial f(h® [) := e(h)e(l). Pero no son productos cruzados las extensiones de
Ore, salvo las de tipo derivacion. Por otra parte la definicion es lo suficientemente fina como para
que valgan en este contexto extensiones naturales de muchos resultados conocidos para productos
cruzados de grupos con dlgebras. Por ejemplo, se obtuvieron generalizaciones de:

- El Teorema de Maschke,

- Muchos resultados que relacionan propiedades del anillo de invariantes A®, de un anillo
A sobre el que actiia un grupo finito G, con propiedades del producto semidirecto A#k[G],
siendo el mds importante la existencia de un contexto Morita entre estas dos dlgebras (un
producto semidirecto es un producto cruzado con cociclo trivial f(x ® y) = 1 para todo
x,y € G),

- La caracterizacién de los productos cruzados como extensiones cleft y como extensiones
normales de Galois,

Posteriormente, Brzezifiski propuso en [5] una definicién muy general de producto cruzado de un
dlgebra A con un espacio vectorial V, provisto de un punto distinguido 1y. La definicién dada por
Brzezifiski es muy general, y no es lo suficientemente fina como para que valgan resultados no
formales. Sin embargo tiene la virtud de brindar un marco para la teoria de productos cruzados,
debido a que incluye a cualquier generalizacién razonable de la definicién dada en los trabajos
mencionados antes, en la que el dlgebra construida E sea asociativa y unitaria, el espacio vectorial
subyacente a E sea el producto tensorial de un dlgebra dada A y un espacio vectorial V provisto de
un punto distinguido y alguna estructura extra, y el producto de E extienda al de A. Por “razonable”
entendemos que incluya ejemplos interesantes que aparecen naturalmente en la teoria de grupos
cudnticos y en la teorfa de dlgebras, y que tenga muchas de las propiedades que valen en el caso
clésico.

En [17] se generaliz6 la nocién de producto cruzado de un dlgebra de Hopf H con un dlgebra
A, haciéndose depender la definicién de un nuevo dato, ademds de los anteriores: una aplicacién
lineal

s: H®A — AQH,

VII



Prefacio

llamada transposicién de H sobre A, que es compatible con las estructuras algebraicas de H y A.
Cuando s es el flip se recupera la definicidn clasica. Posteriormente, en [18] se consideré el caso
en que H es un dlgebra de Hopf trenzada, que es el contexto natural para este tipo de trabajos.
Estas algebras son casos particulares de productos cruzados de Brzeziniski, y la construccién es lo
suficientemente fina como para que los resultados mencionados arriba sigan siendo verdaderos (de
hecho, lo son y, en particular, dada un édlgebra de Hopf rigida que actia sobre un 4lgebra dotada
de una transposicion, hay un contexto Morita entre el producto semidirecto construido a partir de
estos datos y el anillo de invariantes). En la presente monografia continuamos esta investigacién
de la siguientes formas:

- Dada un 4lgebra de Hopf trenzada rigida H, consideramos el dlgebra de Hopf trenzada
HY := H*OPCPOPCP v nrobamos que tener un H-comddulo a derecha es equivalente a
tener un H'-médulo a izquierda, y que tener un H-comédulo dlgebra a derecha es equi-
valente a tener un H'-médulo 4lgebra a izquierda (En [31, Proposition 2.7], se probé que
esto no es cierto si se usa H* en lugar de HY).

- Dado un producto semidirecto A#H, donde H es rigida, encontramos condiciones para
que una o ambas de las aplicaciones que definen el contexto Morita mencionado arriba
sean sobreyectivas, y damos algunas aplicaciones.

- Introducimos una version trenzada de las dlgebras de Hopf introducidas en [19], y descri-
bimos sus productos cruzados.

Los resultados mencionados en los dos primeros items forman el trabajo [10], y los del tercer item
forman la parte central de un trabajo que serd enviado a publicar préximamente.

El trabajo estd organizado como sigue. En el Capitulo 1 repasamos las nociones necesarias pa-
ra leer esta tesis. Estas son la nocién de producto cruzado de Brzezifiski, algunos resultados de la
teoria de dlgebras de Hopf trenzadas y muy pocos resultados acerca de coeficientes g-binomiales.
En el Capitulo 2 introducimos la definicién de producto cruzado trenzado y establecemos muchas
de sus propiedades. Los tinicos resultados de esta seccién que son nuevos son las férmulas esta-
blecidas en el item 5) del Teorema 2.87. En el Capitulo 3 extendemos al contexto introducido en
el Capitulo 2 la dualidad entre las nociones de H-comddulo a derecha y H*-mddulo a izquierda y
entre las de H-comddulo dlgebra a derecha y de H*-médulo dlgebra a izquierda vélidas cuando H
es una bidlgebra de dimensioén finita. También probamos que muchos de los resultados estableci-
dos en [8] y [7], siguen valiendo en este contexto. Finalmente, en el Capitulo 4 describimos hasta
donde podemos los productos cruzados de una familia de 4lgebras de Hopf trenzadas.

En esta tesis trabajamos en la categoria de espacios vectoriales sobre un cuerpo k. Por lo
tanto asumimos implicitamente que todas las aplicaciones son k-lineales. El producto tensorial
sobre k serd denotado por ®, sin ningtin subindice. Dada una aplicacién f: U — V y un espacio
vectorial W, escribimos U ® f en lugar de idy ®f y f ® U en lugar de f ® idy. Asumimos que el
lector estd familiarizado con las nociones de dlgebra, codlgebra, médulo y comddulo. Salvo que lo
contrario sea establecido explicitamente, asumimos que las dlgebras son asociativas unitarias y que
las codlgebras son coasociativas counitarias. Dadas un algebra A y una codlgebra C, denotamos
con

U:ARA — A, nik—A A:C—CRC y € C—k

a la multiplicacién, la unidad, la comultiplicacién y la counidad, especificadas con un subindice,
si es necesario. Ademads, dados espacios vectoriales V' y W, denotamoscon7: VW — W@V
alfliptveow) =wev.

Algunos de los resultados de esta tesis valen en el contexto de categorias monoidales. En
realidad en muchas partes de esta monografia usamos el hoy en dia bien conocido célculo grifico
para categorias monoidales y trenzadas. Como es usual, los morfismos serdn compuestos de arriba
hacia abajo y los productos tensoriales serdn representados mediante la concatenacion horizontal

VIIT



Prefacio

en el orden correspondiente. La aplicacién identidad de un espacio vectorial serd representada por
una linea vertical. Dada un élgebra A, los diagramas

RS R

representan a la multiplicacidn, la unidad, la accién de A sobre un A-mddulo a izquierda y la accién
de A sobre un A-moédulo a derecha, respectivamente, y dada una codlgebra C, los diagramas

ALYy K
representan a la comultiplicacion, la counidad y la coaccién de C sobre un C-comédulo a derecha
(en este trabajo los comddulos a izquierda s6lo aparecen una vez, y meramente para sefialar su
existencia). Las aplicaciones ¢ (introducida en la Definicién 1.8), s (introducida al comienzo de la

Subseccién 1.1 para espacios vectoriales y en la Definicion 2.2 para algebras), y, ¥ (introducidas
al comienzo de la Seccién 1) y f (Introducida al comienzo de la Seccién 6), serdn representadas

por los diagramas
N A
< X R y oY
respectivamente. Las funciones inversas de c y s serdn representadas por
/ %
Xy X
Cuando f sea inversible bajo convolucién su inversa serd representada graficamente por el diagra-
ma \Y/
Finalmente, una aplicacidn arbitraria g: V — W sera representada por el diagrama

No obstante estos comentarios, si lo consideramos conveniente haremos aclaraciones adicionales.
Sean V' 'y W espacios vectoriales y seac: V@ W — W ® V una aplicacién:

- Si V es un algebra, entonces decimos que ¢ es compatible con la estructura de dlgebra
de V si

comeWw)=Wen y coeW)=Wewo(dV)o(Veo).

- Si V es una codlgebra, entoces decimos que ¢ es compatible la estructura de codlgebra
de V si

W®e)oc=€e0W y WRA)oc=(c®V)o(V®c)o (A W).

Por supuesto, hay nociones de compatibilidad similares cuando W es un algebra o una coalgebra.

IX






Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo hacemos un repaso rdpido de las nociones necesarias para leer esta tesis, li-
mitdndonos, salvo quizds por alguna excepcién menor, a recordar las propiedades que usaremos
en los capitulos siguientes. En la primera seccién revisamos el concepto de producto cruzado de
Brzezinski y las caracteristicas fundamentales de estos objetos. Esta construccion tiene la virtud
de brindar un marco para la teoria de productos cruzados, debido a que incluye a cualquier ge-
neralizacién razonable de la definicidn clasica de producto cruzado de un dlgebra por un grupo
en la que el dlgebra construida sea asociativa y unitaria, su espacio vectorial subyacente sea el
producto tensorial del dlgebra dada y un espacio vectorial provisto de un punto distinguido y algu-
na estructura extra, y su producto extienda al del dlgebra. En la segunda recordamos sin pruebas
los rudimentos mds basicos de la teorfa de Algebras de Hopf trenzadas, siguiendo la presentacién
intrinseca introducida por Takeuchi. En particular revisamos las relaciones de la antipoda con la
multiplicacién, la comultiplicacién, la unidad y la counidad, y recordamos la definicién de dlgebra
de Hopf trenzada rigida, repasando algunas de sus propiedades més importantes. Entre otras, esta-
blecemos la existencia y las propiedades fundamentales de las integrales a izquierda y a derecha,
damos la construccién de la bidlgebra trenzada dual de una bidlgebra trenzada rigida, y damos una
caracterizacion sencilla de las dlgebras de Hopf trenzadas semisimples. Por dltimo, en la Seccién 3
recordamos la definicién y algunas de las propiedades de los coeficientes binomiales gaussianos.
Los resultados de esta seccidn no serdn necesarios hasta el Capitulo 4.

1. Productos cruzados de Brzezinski

En esta seccidon recordamos una definicion muy general de producto cruzado introducida
en [5], y establecemos sus propiedades bdsicas. Consideremos un algebra unitaria A y un espa-
cio vectorial V provisto de un elemento distinguido 1y € V (que escribiremos como 1 si no hay
posibilidad de confusién). Dadas aplicaciones

X: VA —AQV y F: VeV —ARY,

denotamos con A#V al dlgebra (en general no asociativa ni unitaria) cuyo espacio vectorial subya-
cente es A ® V' y cuya multiplicacién es dada por

Uasy ;= (U V)o (U®F)o(AQx V).
1



1 Productos cruzados de Brzezinski Preliminares

Los elementos a ® v de A#V usualmente seran escritos ai#v.

DEerINICION 1.1. Decimos que el dlgebra A#V es el producto cruzado de A con V asociado al
par (x, F) si es asociativa con identidad 1#1.

DEermnicion 1.2. Consideremos funciones y: V@A — AQVyF: VeV — AR®YV.

1. x es una aplicacién de torcimiento si es compatible con la estructura de dlgebra de A y
yI®a)=axl.

2. Fesnormal si F(1®v) = F(v®1) = 1®v, y es un cociclo que satisface la condicién de
modulo torcido si valen las igualdades planteadas en la Figura 1. Mds precisamente, la

Ficura 1. Condiciones de cociclo y de médulo torcido
primera igualdad dice que F es un cociclo, y la segunda dice que satisface la condicion
de maodulo torcido.

Treorema 1.3 (T. Brzeziriski). Si y es una aplicacion de torcimiento y F es un cociclo normal
que satisface la condicion de modulo torcido, entonces el dlgebra A#V es un producto cruzado.

DEemosTrACION. Es facil verificar que 1#1 es la unidad, y la Figura 2, donde la primera igualdad

Ficura 2

es cierta por la condicién de cociclo, la segunda por la condicién de médulo torcido y la tercera
por la compatibilidad de y con u, prueba que la multiplicacion es asociativa. O

2



Preliminares 1 Productos cruzados de Brzezinski

Obsérvese que la multiplicacién de un producto cruzado satisface:
Uany(a#] ® b#v) = ab#v. (L.1)

Una comprobacién sencilla muestra que cada producto asociativo que satisface (1.1) es la mul-
tiplicacion de un producto cruzado. La aplicacién de torcimiento y y el cociclo # estan dados
por
Yvea)=10ev)a®l) y Fveow) =1ev)(lew).
A continuacién mencionaremos algunos otros resultados:
Proprosicion 1.4. Sean A#V un producto cruzado y B un dlgebra. Dados un morfismo de dlge-

bras a: A — By una aplicacion : V — B tal que

1. p(1) =1,

2. pl@®@P)oxy =po(Boa,

3. po(@®p)oF =uo(BeP),
hay un tinico morfismo de dlgebras y: A#V — B que satisface

ya#l) =a(a) y  y(I#v) =B0).
Reciprocamente, si y: A#V — B es un morfismo de dlgebras, entonces las aplicaciones
a:A—-B y B:V—>B,
definidas por a(a) := y(a#l) y B(v) := y(1#v) respectivamente, satisfacen las condiciones reque-
ridas en los items (1)—(3).
DEemosTrRACION. Suponiendo que valen las condiciones (1)—(3), definimos y: A#V — B por
y(a#v) = a(a)B(v). Entonces
y(1#1) = a(DB(1) = 1,

y la Figura 3 muestra que la aplicacion y es un morfismo de algebras, siendo evidentemente el

Ficura 3

Unico tal que y(a#1) = a(a) y y(1#v) = B(v).
Reciprocamente, si y: A#V — B es un morfismo de dlgebras, entonces la condicién (1) se
satisface, porque

1 =y(1#1) = a(1)B(1) = B(D).

Ademads, paratodoa € A,v,w eV,
B)a(a) = y(1#v)y(a#l) = y((1#v)(a#1)) = y(x(v®a)) = (uo (@®B) o x)(v® a)

BWBw) =y @v)y(1ew) =y(1ev)1ew) =yF udv) = uo(@®p) o F)(vew),
lo que prueba que se satisfacen las condiciones (2) y (3). O
3



1 Productos cruzados de Brzezinski Preliminares

Proprosicion 1.5. Un dlgebra B es isomorfa a un producto cruzado A#V si y sélo si existen

aplicaciones

Al y

tales que « es un morfismo de dlgebras, B(1) = 1l yuo (@ ®pB): A®V — B es un isomorfismo de
espacios vectoriales.

DEemosTRACION. Si existe un isomorfismo de dlgebras y: A#V — B, entonces por la Proposi-
cién 1.4 existena: A — B,B: V — Btales que a es un morfismo de dlgebras, B(1) y uo(a®pB) = v,
por lo que i o (@ ® ) es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Reciprocamente, si existen a: A — B,: V — B que cumplen las condiciones establecidas
en el enunciado, entonces la Figura 4 prueba que el producto cruzado A#V, con aplicacién de

Ficura 4
torcimiento
x(v®a)= (¢ ougo (B®)(@a)
y cociclo
Few) = (g oupo BBV O W),
es un algebra isomorfa a B. O

EsempLo 1.6 (Productos tensoriales torcidos). Sean B un dlgebra, y: B®& A — A ® B una
aplicacion de torcimiento y ¥ : B® B — A ® B el cociclo trivial F (v ® V') = 1 @ w. Es evidente
que F es normal y satisface la condicion de cociclo. Ademads, la condicion de modulo torcido se
reduce a la condicion

AQWo(xy®B)o(B®Y) =xo(u®A).
Luego x es una aplicacion de torcimiento en el sentido de [6] y (B, A, x) es un par apareado de
dlgebras. Los productos cruzados A ®, B construidos con este tipo de datos se llaman productos
tensoriales torcidos o productos apareados. Estas dlgebras, que son una generalizacion directa de
los productos tensoriales, fueron estudiadas en [6] y [29].

Terminaremos esta seccidn introduciendo una definicién que se necesitard mas adelante:

DEFINICION 1.7. Sea y: V® A — A ® V una aplicacion de torcimiento. Una subdlgebra A’ de
A es estable por y six(VQA')CA'®V.



Preliminares 2 Bidlgebras trenzadas y Algebras de Hopf trenzadas

2. Bialgebras trenzadas y Algebras de Hopf trenzadas

En esta seccion haremos una revision rapida de los conceptos de bidlgebra trenzada y dlgebra
de Hopf trenzada siguiendo la presentacion dada en [30]. Recordemos que por definicién, un
operador de trenzas de un espacio vectorial V es una funcion lineal c: V® V — V ® V tal que

c®@V)o(V®c)o(c®V)=(V®c)o(c®V)o(V®c).
En este caso decimos también que c es una solucion de la ecuacién de trenzas.

DerinicioN 1.8. Una bidlgebra trenzada es un espacio vectorial H, provisto con una estructura

de dlgebra, una estructura de codlgebra y un operador biyectivo de Yang Baxter ¢ € Endy(H?)

(llamado la trenza de H) tal que c es compatible con las estructuras de dlgebra y codlgebra de H,
n es un morfismo de codlgebras, € es un morfismo de dlgebras y

Aop=@euoc(Hoc®H)o(A®A).

Si ademds existe una aplicacion S: H — H que es la inversa de la identidad en el monoide
Homy(H, H) con el producto de convolucion, entonces decimos que H es un édlgebra de Hopf
trenzada y llamamos a S la antipoda de H.

Usualmente H denotara a una bidlgebra trenzada con las aplicaciones de estructura sobreen-
tendidas, y ¢ denota a su trenza. Si es necesario, utilizaremos notaciones aclaratorias como cg, gy,
etcétera.

OBSERVACION 1.9. Asumamos que H es un dlgebra y una codlgebra y ¢ € Aut(H?) es una solu-
cion de la ecuacion de Yang Baxter, que es compatible con las estructuras de dlgebra y codlgebra.
Entonces H es una bidlgebra trenzada con trenza c si’y solo siA: H— H®. Hye: H — k son
morfismos de dlgebras.

DermniciON 1.10. Sean H y L bidlgebras trenzadas. Una aplicacion g: H — L es un morfismo
de bidlgebras trenzadas si es un morfismo de dlgebras y de codlgebras yco(g®g)=(g®g)oc.

Sea H un algebra de Hopf trenzada. En [30, Proposicién 5.5] Se probd que ¢ conmuta con S
(estoes,queco(SQ®H)=(H®S)ocyco(H®S) = (S ® H)oc). Ademads, también es cierto que

Son=n Sou=puo(§®S)oc, €oS=€ y AoS=co(§®S)oA.
Finalmente, si L es otra dlgebra de Hopf trenzada y g: H — L es un morfismo de bidlgebras,
entonces goS =S og.

EsempLo 1.11. Sean V un espacio vectorial, c: V®V — V ® V un operador de Yang Baxter
biyectivo y T(V) el dlgebra tensorial de V. Es claro que existe un iinico operador de Yang Baxter

c:TWV)QT(V) = T(V)®T(V)

que extiende a c y es compatible con la estructura de dlgebra de T(V). Por la propiedad universal
de T(V), existen morfismos de dlgebras inicos

AN:TV)>T(V)®.T(V) y e:T(V)—>k
tales que
AV)=1v+v®l y ev)=0 paratodovelV.

Es facil ver que T(V), provisto con esas aplicaciones estructurales, es un dlgebra de Hopf trenza-
da, con trenza ¢y antipoda S determinada por

SM=-v y Sxy)=urm((§ 8S)c(x®y)) paratodoveVyx,yeT(V).
Denotamos con T.(V) a esta dlgebra de Hopf trenzada.
5
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En los ejemplos que siguen, por un ideal entendemos un ideal bilatero, y por un coideal en-
tendemos un coideal bilatero.

EsempLo 1.12. Sea H una bidlgebra trenzada. Si 1 C H es un ideal, un coideal y
cI®SH+HQNCI®RH+H®I,

entonces el espacio vectorial cociente H/I tiene una tinica estructura de bidlgebra trenzada tal
que la proyeccion canonica n : H — H/I es una aplicacion de bidlgebras trenzadas. Ademds, si
H es un dlgebra de Hopf trenzada y S (I) C I, entonces H|I es un dlgebra de Hopf trenzada.

Esempro 1.13. Sea T (V) como en el Ejemplo 1.11. Si ¢* = idy, entonces el ideal de T(V)
generado por v @ w — c(v ® w) para todo v,w € V satisface las condiciones mencionadas en
Ejemplo 1.12. El dlgebra de Hopf trenzada cociente se llama el dlgebra simétrica de V respecto a
cy se denota por S (V).

EiempLo 1.14. Sea q € k*. El espacio afin cudntico r-dimensional ky[x1, ..., x,] es la k- dlgebra
generada por las variables xi, ..., x, y las relaciones x;x; = qxjx; para i < j. Esta dlgebra es un
dlgebra de Hopf trenzada via la comultiplicacion A, la counidad € y la trenza ¢ definidas por
Ax)=10x;i+x,®1,e(x;)) =0y

gxi®x;  ifi<}]
c(Xj® X)) =X, ®X; ifi =], 2.2)
q_lx,-®xj ifi> ]
En efecto, este es un caso particular del Ejemplo 1.13. Es fdcil ver que

M e e Y i R ety
x| XX = g X

r
-3 hil; my\ p !
A(x’inl...x,:lr): Z q Z<]h]lll_[(lv)xll...x};”@xll...xi”
v=1 VY

h1+11:m1 ..... hr+lr:mr

C(x}inl . x’:l'” ® x’lﬂ .o x:/_l'”) = q2<./nim./_21>jn[m./x}ill PN x}:’ ® x’]nl e x’:”.

Finalmente, la antipoda es la aplicacion

Sy = (=

Esta dlgebra de Hopf trenzada es un ejemplo particular de los espacios lineales cudnticos, que
han sido estudiados en [2].

OBSERVACION 1.15. Supongamos que H es una bidlgebra trenzada. Entonces como vimos en el
Ejemplo 1.6, el k-espacio vectorial H® H es un dlgebra, denotada H ®. H, con unidad n®ny
multiplicacion (u ® ) o (H ® ¢ @ H) (esta estructura fue usada en la Observacion 1.9). También
es una codlgebra H®° H, con counidad € ® € y comultiplicacion (H® c® H) o (A® A). Ademds, si
¢ es involutiva entonces H ® H, provisto de estas estructuras, es una bidlgebra trenzada H ® H,
con trenza

(H®c®H)o(c®c)o(HRc®H).
Finalmente, si c es involutiva y H es un dlgebra de Hopf trenzada, entonces H ®.. H también lo es,
con antipoda S ® S.

OBSERVACION 1.16. Sean H una bidlgebra trenzada y v : H® H — H ® H el flip. Un cdlculo
directo muestra que H := (H,u o 1,n,7 o A, €) es una bidlgebra trenzada con trenzac :=TocoT.
Ademads si H es una dlgebra de Hopf trenzada con antipoda S, entonces H también lo es.

6
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OBSERVACION 1.17. Si H una bidlgebra trenzada, entonces
HY :=(H,uo c_l,n, A, €) y H:® = (H,u,n, c oA, €)

son bidlgebras trenzadas, con trenza ¢\, Combinando estas dos construcciones obtenemos las
bidlgebras trenzadas H,* P y H.°P P, con trenza c. Ademds, si S es una antipoda para H, enton-

.. Op CO COp O . . . . . sz
ces también lo es para H.' P y H.P Py 5i § es biyectiva, entonces la inversa por la composicion

de S es una antipoda para H." y H.’*. Para una prueba de estos hechos, ver [1, Proposicion 2.2.4].

Sea H un algebra de Hopf trenzada. La antipoda S de H es un morfismo de dlgebras de Hopf
trenzadas de H.* “P en H, y de H en H. PP,

2.1. Bialgebras trenzadas rigidas

En esta subseccion recordamos la definicién y algunas propiedades de las bidlgebras trenzadas
rigidas, que se necesitardn luego.

Sean V y W dos espacios vectoriales, con W de dimensioén finita. Sean evyy: W* @ W — k la
aplicacion de evaluacién

eviy(p @ w) := ¢p(w), dondepe W'ywe W,
y coevy : k » W Q@ W* la aplicacién de coevaluacion
coev(l) := Z e;®e;, donde {e;}y {e]} son bases de Wy W*, duales una de la otra.

i

Para cada aplicacion 7T: V® W — W ® V, Lyubashenko introdujo en [22] la funcién
T WeV—VeW

definida por

T == (evw ®V O W) o (W @ T ® W*) o (W* ® V ® coevy).

DEriNicION 1.18. Una bidlgebra trenzada de dimension finita H es rigida si la aplicacion
¢ H®H— H®H"
es biyectiva. En tal caso
(c"Y:H®H—> H® H*

también es una funcion biyectiva.

Para cada bidlgebra trenzada rigida H, sean cgy+g := (c‘l)b, CHH* = (cb)‘1 y cys 1= .
Treorema 1.19 ([30, Teorema 5.7]). Sea H una bidlgebra trenzada rigida. Existen un dlgebra
de Hopf L, con antipoda biyectiva, y una bidlgebra trenzada $ en la categoria de Yetter-Drinfeld
YOF 1al que:
1. (F(D), F(us), F(ns), F(Ag), F(eg)) = (H, g, n, Al, €n), donde F es el functor de olvido
de y@% en Vect.

2. Si ¢ es la trenza YDE, entonces F(cgs) = cm, F(eger) = cumr, F(tgg) = carm Yy
F(Cg*g*) = Cy*.
3. F(evm) = eviay y F(coevy) = coevrwy para cada objeto rigido M € Y DL donde

evy: M* QM — kycoevy: k - MQ M* son las aplicaciones de evaluacion y coeva-
luacion de M.

Ademds, si H es un dlgebra de Hopf trenzada, podemos tomar $ como un dlgebra de Hopf en
yl)f. En este caso, F(Sg) = Sq.
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Como se observé en [31, Section 1], cada funcién f: V® W — 1, en una categoria trenzada
C con objeto inicial 1, cumple que

U folecvy@W)=(f®U)o(Vecyy)

WUeoleyy®@W)=(feU)o(Vecyw)
para todo objeto U € C. Andlogamente, cada funcién g: 1 — V ® W satisface

(cov@W)o (U g) =(VRcpy) o (g® )

(Cyp®@W)o(U®g) =(Vecwy)o(g®U).

Sea H una bidlgebra trenzada rigida. Gracias al Teorema 1.19 esta observacion puede aplicarse a
las funciones evy y coevy. Més atin, como fue observado en [30, Section 6], este teorema permite
reformular todos los resultados conocidos acerca de bidlgebras rigidas en una categoria de Yetter-
Drinfeld como resultados sobre bidlgebras trenzadas rigidas.

Sea H un élgebra de Hopf trenzada rigida.

TeoreMa 1.20 ([31, Teorema 4.1]). La antipoda S de H es biyectiva.

DEerNicion 1.21. Un elemento t € H es una integral a izquierda si ht = e(h)t para todo h € H,
y es una integral a derecha si th = €(h)t para todo h € H. Denotamos con fl_ll al conjunto de las

integrales a izquierda y con ff;, al de integrales a derecha.

Trorema 1.22 ([23, Teorema 1.6], [16, Corolario 5.8], [12, Teorema 3]). Los conjuntos f; y
f " son subespacios de dimension uno de H.

H
TreorEMA 1.23 ([30, Seccién 7]). Los conjuntos ffll y ff; tienen las siguientes propiedades:
i i
c( f ®H) =H® f ,
H H
1 I
C(H ® f ) = f ®H,
H H
r T
c( f ®H) =H® f
H H
y
c(H ® f ) = f ®H.
H H
CororArIO 1.24. Existen isomorfismos tinicos de dlgebras de Hopf trenzadas
fL:H—)H y fy:H—H,
tales que

ch® =t fL(h)y 'y cw®h) =fih)®u
paratodot e [ \(0} ue [\(O})yheH.
OBSERVACION 1.25. Sea t € flj Como
SOS(f(h) =po (S ®S)och®1) =S (ht) = eh)S (1) = €S (f(W)S (¢),

es cierto que S ( fl_j) = fI; De modo similar puede probarse que S ( fI;) = ffll Ademds, el Corola-
rio 1.24 implica que f]_l] = erop y fI; = fl_llop.
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OBSERVACION 1.26. Usando que ¢ y S son compatibles, S ( f;) = f; yS( fé) = fI; se comprue-
ba facilmente que

ct®h) = f(h)®t y ch®u) =u® fr(h)

para todo t € fl_ll \{0}, u € fI; \{0} y h € H. De aqui se deduce que existe g € k \ {0} tal que
ct®)=qt@tycu®u) = qu® u.

Sea t una integral a izquierda no nula de H. Hay un morfismo de dlgebras a: H — k tal que
th = a(h)t paratodo h € H. Esta aplicacion se llama funcién modular de H. Del Corolario 1.25y la
Observacion 1.26 se sigue que si # es una integral a derecha no nula, entonces hu = a(S ( f;,(h)))u.

Treorema 1.27 ([31, Seccion 7]). Las igualdades
(d@H)oc=H®«a y (H®a)oc=a®H
valen.

TeoremA 1.28 (Teorema de Maschke). Un dlgebra de Hopf trenzada rigida H es semisimple
siy solo si existe t € fl_ll tal que €(t) # 0.

Usando este teorema es fécil ver que si H es semisimple, entonces fH = fI; y las aplicaciones
Ty fL introducidas en el Corolario 1.24, son la funcién identidad.

Trorema 1.29 ([31, Teorema 2.16]). Si H es una bidlgebra trenzada rigida, entonces H* tam-
bién lo es, con trenza cyx = (cH)bb y multiplicacion, unidad, comultiplicacion y counidad dadas
por

upe = (evy ®H*) o (H* ® evy ®H @ H*) o (H'®?> ® Ay ® H*) o (¢ ® coevy),
ng+(A) := A - ey forall A €k,
A = (evy ®c;,1*) o (H* ® up ® H'®*) o (H* ® H ® coevy ®H™) o (H* ® coevy),
en (@) := o(1) for all p € H*.
Ademds, si H es un dlgebra de Hopf trenzada, entonces también lo es H*, y su antipoda es la

funcion S () := ¢ o Sg. Finalmente, la correspondencia H — H* es functorial de un modo
evidente.

OBsERVACION 1.30. Para cada bidlgebra trenzada rigida H, la biyeccion canonica H — H**
es un isomorfismo de bidlgebras (en el sentido de la Definicion 1.10, pero no como bidlgebras en
una categoria de Yetter-Drinfeld yﬂf, porque no es compatible con las acciones de L sobre H
y H**)'

3. Coeficientes binomiales gaussianos

Sea ¢ una variable. Para cualquier j € INg escribamos

Jj—1 i 2 i
: g/ 1 : o _@-Dg -D---(¢' -1

Ng =) 4 = Yy (Dlg=1yg@)g (g = :

q ; g—1 q q\<)q q (q—1)
En particular, (0), = 0y (0)!;, = 1. Los binomios de Gauss son los polinomios en g definidos por

7)!
(r) = '(;q, para0 < s < r. (3.3)
5/, ()!y(r—19)y
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Un célculo directo muestra que

r r r ofr—1 r—1
()=()=1 y ()=CI‘( 1) +( ) para0 < s <r.
0l \rq 5/q §= g 5 /q

De estas igualdades se sigue facilmente que los binomios de Gauss son verdaderamente poli-
nomios. Estos binomios pueden evaluarse en elementos arbitrarios de k, pero la igualdad (3.3)
solamente tiene sentido para ¢ = 1y para ¢ # 1 tal que ¢/ # 1 para todo j < max(s,r — s).
Necesitaremos el siguiente resultado bien conocido (férmula g-binomial). Sean B una k-dlgebra y
g € k. Si x,y € B satisfacen yx = gxy, entonces
r
(x+y) = Z (r) x*y"™™* paracadar > 0. (3.4)
s=0 5 q

Seani,j > 0ysea0 <[ < i+ j. Usando la igualdad (3.4) para calcular (x + y)(x + y)/ de dos
maneras diferentes y comparando coeficientes obtenemos que

-z
=Yy . (3.5)
( ! q 0;;1‘ 5 q ! q

0<t<j
s+t=l
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Capitulo 2

Productos cruzados trenzados

La nocién clésica de producto cruzado de Hopf fue introducida independientemente en [3] y
[14], como una generalizacion natural al contexto de algebras de Hopf, de los productos cruzados
de algebras asociativas por grupos. Esta construccién asocia a cada upla (A, H, p, f), formada por
un algebra asociativa y unitaria A, un algebra de Hopf H y un par de funciones lineales

pHRA—-A y frH®H A

que cumplen condiciones adecuadas, un algebra asociativa y unitaria A#,H. Como dijimos en
la introduccion, muchos de los resultados conocidos para productos cruzados por grupos tienen
generalizaciones apropiadas en este contexto. Una referencia clasica sobre el tema es [26]. En
este capitulo introducimos una nocién de producto cruzado de un algebra por un algebra de Hopf
trenzada, y comenzamos su estudio. La construccion depende de un nuevo dato: una aplicacién
lineal

s: H®A — AQH,

llamada una transposicion de H sobre A, que es compatible con las estructuras algebraicas de H
y A. Cuando H es estandar nuestra definicién es mdas general que la dada en [3]. Por ejemplo, los
productos cruzados de un dlgebra A por el dlgebra de polinomios en una variable (considerada
como el dlgebra de Hopf del dlgebra de Lie de dimensién uno), incluyen a las extensiones de Ore
de tipo automorfismo, las que no son productos cruzados en el sentido clésico. La nocién estdndar
de producto cruzado de Hopf se recupera cuando H es estdndar y s es el flip.

El capitulo estd organizado de la siguiente forma: en la Seccién 1 definimos el concepto de
transposicion y estudiamos sus propiedades; en la Seccidén 2 adaptamos a nuestro contexto las
nociones de H-comddulo dlgebra y de H-mddulo 4lgebra; en la Seccién 3 generalizamos los con-
ceptos de accién débil y de accién e introducimos los productos semidirectos asociados a estas;
en la Seccién 4 estudiamos el anillo de invariantes de una accién; en la Seccién 5 generalizamos a
nuestro 4mbito el contexto Morita considerado en [7]; en la Seccién 6 introducimos los productos
cruzados por dlgebras de Hopf trenzadas, los cuales son nuestro principal objetivo de estudio; en
la Seccién 7 obtenemos caracterizaciones intrinsecas de estos productos cruzados como un tipo
de extensiones cleft y de extensiones normales de Galois; en la Seccién 8 mostramos que nuestros
productos cruzados satisfacen el Teorema de Maschke; finalmente, en la Seccién 9, determina-
mos condiciones necesarias y suficientes para que dos productos cruzados sean equivalentes en un
sentido natural.
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1. Transposiciones

Sean H una bidlgebra trenzada y A un élgebra. En esta seccidn introduciremos un tipo par-
ticular de aplicaciones torcidas de H en A, llamadas transposiciones, que son compatibles con la
estructura de bidlgebra trenzada de H.

1.1. Definicion, propiedades basicas y ejemplos

Por definicion, un H-espacio trenzado a izquierda (V, s) es un espacio vectorial V provisto de
una aplicacion biyectiva
s:HV —>V®H,

llamada la transposicion a izquierda de H sobre V, que es compatible con la estructura de bidlgebra
de H y satisface

(s®H)o(H®s)o(c®V)=(V®c)o(s®H)o(H®s) (compatibilidad de s con la trenza).

Razonando como en la prueba de [30, Proposicién 5.5], se verifica que cuando H es un dlgebra de
Hopf trenzada, se cumple que

so(S®V)=(VeS)os.

Ademis es ficil ver que (V, s) es un H-espacio trenzado a izquierda si y s6lo si es un H."-espacio
trenzado a izquierda, y que esto ocurre si y s6lo si es un H. *-espacio trenzado a izquierda. Una
aplicacién g: V — V’ es un morfismo de H-espacios trenzados a izquierda, de (V,s) a (V’, s), si

(g®H)os=5o(H®g).

Las nociones de H-espacio trenzado a derecha y de morfismo de H-espacios trenzados a de-
recha se definen de forma andloga.

Sean H una bidlgebra trenzada, V un espacio vectorial y s: H ® V — V ® H una funcién
biyectiva. Se comprueba facilmente que (V, s) es un H-espacio trenzado a izquierda si y s6lo si
(V,s"Y esun H-espacio trenzado a derecha.

Para cada resultado sobre H-espacios trenzados a izquierda hay un resultado andlogo para H-
espacios trenzados a derecha. Lo mismo es cierto para las nociones de transposicién, H-mddulo,
H-médulo algebra, H-comddulo y H-comédulo 4lgebra que serdn introducidas mas adelante. En
general daremos la version a izquierda para H-espacios trenzados, transposiciones y médulos y la
versién a derecha para comédulos.

OBSERVACION 2.1. Sea s: HQV — V ® H una aplicacion compatible con la unidad, la mul-
tiplicacion y la trenza de H y sea X C H un conjunto que genera H como dlgebra. Para mostrar
que s es una transposicion a izquierda es suficiente comprobar la compatibilidad de s con la
counidad y la comultiplicacion de H sobre tensores simplesh® vconhe Xyve'V.

DEerNICION 2.2. Sean H una bidlgebra trenzada y A un dlgebra. Una transposicion a izquierda
de H sobre A es una funcion s: H® A — A ® H tal que (A, s) es un H-espacio trenzado a
izquierda y s es compatible con la estructura de dlgebra de A.

DErINICION 2.3. Sean H una bidlgebra trenzada y A un dlgebra. Una transposicion a derecha
de H sobre A es una funcion s: AQH — H®A tal que (A, s) es un H-espacio trenzado a derecha
y s es compatible con la estructura de dlgebra de A.

DEriNicION 2.4. Una H-4lgebra trenzada a izquierda es un par (A, s), donde A es un dlgebra 'y s
una transposicion a izquierda de H sobre A. De modo similar, si s es una transposicion a derecha,
decimos que (A, s) una H-élgebra trenzada a derecha.

12
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OBSERVACION 2.5. Usando la compatibilidad de s con c es fdcil ver que s es una transposicion
de H en A a izquierda (derecha) si y solo si es una transposicion de H.Y en A a izquierda (de-
recha), y que esto sucede si y sélo si s es una transposicion de H.** en A a izquierda (derecha).
También puede verse que s es una transposicion a izquierda de H sobre A siy solo si s~ es una

transposicion a derecha de H sobre A. Ademds, un cdlculo directo muestra que s es una transpo-

sicion de H en A siy sélo si s7! := 70 57! o1 es una transposicién de H sobre A°?, donde H es la

bidlgebra trenzada de la Observacion 1.16 y AP es el dlgebra opuesta de A.
El siguiente resultado es una variante de la Proposicién 5.1 de [30].

Proposicion 2.6 ([30, Proposicion 5.1]). Sea H un dlgebra de Hopf trenzada, A un espacio
vectorial y s: H® A — A ® H una funcion biyectiva. Si s es compatible con la estructura de
bidlgebra de H, entonces so (S ® A)=(A®S)os.

DEemosTrACION. La igualdad establecida en el enunciado estd probada en la Figura 1, en la cual

Ficura 1
la segunda igualdad se deduce de la compatibilidad de s con A, la tercera de la coasociatividad de
A'y la asociatividad de p y la cuarta de la compatibilidad de s con u. O

@*

ProposiciON 2.7. Sea Prim H el subespacio de los elementos primitivos de H. Para cada trans-
posicion s: H® A — A ® H, es cierto que s(PrimH ® A) € A ® Prim H.

DEMOSTRACION. Sea L un complemento de Prim H en Ker €, 8 una base de Prim H y 8’ una
base de L. Sea x € Prim H y a € A. Por la compatibilidad de s con €, podemos escribir:

s(x®a) = Z aya)®y con a’y(a) € A tinivocamente determinadas.
yeBUB'

Debemos probar que @%(a) = 0 para todo z € 8’. Debido a la compatibilidad de s con Ay con la
unidad,

D d@eley+ye)+ Y di@e(lez+zel)

yeB 7€
=Y A@e(ley+ye )+ ) ai(@8AQ),
yeB 7€B’

lo cual implica que
Z A@® AR -(18z+2®1)) =0.

€8’

Si d(a) # 0 para algin z € 8, entonces los elementos
AR)-(1®z+z81)
13
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son linealmente dependientes. Por lo tanto, existe una familia de escalares de soporte finito (1;),cs’,
con algiin A, # 0 tal que

A[Z/lzz]= Z/lZA(Z)= Z/lz(1®z+z®1): 1@2/12“2/122,@1,

zeB’ zeB’ €8’ €8’ €8’
lo cual es una contradiccién, debido a que L N Prim H = 0. O
Eempro 2.8. Sea T.(V) como en el Ejemplo 1.11. Una aplicacion s: V®A — A®V se puede
extender a una transposicion de T.(V) si y solo si satisface las siguientes condiciones:
i) sveal)=11y,
ii) so(wveu)=U®V)o(A®s)o(s®A),
i) (s®V)o(V®s5)o(c®A)=(ARc)o(s®V)o (V®s).
Si ¢ = id, lo mismo es cierto para el dlgebra cudntica simétrica S (V).

OBSERVACION 2.9. En relacion al Ejemplo 2.8 es iitil observar que:

1. Si A es el dlgebra tensorial T.(W), entonces cada isomorfismo s: VW — W QV que
cumple

s®V)o(V®s)o(c@W)=(WRc)o(s®V)o(VRys)
se puede extender a una tinica aplicacion s: VA — A®V que satisface las condiciones
i), ii) y iii).
2. Asumamos que ¢~ = id. Si A es el dlgebra simétrica S (W), entonces cada isomorfismo
s: VW — W®YV que cumple

2
(s®V)o(VRs)o(c®W)=(WRc)o(s®V)o(VRys)

(cw®V)o(WRs)o(s@W)=(Wes)o(s®W)o(Vecy)
se extiende a una inica aplicacion c: VQ A — A ® V que satisface las condiciones i),ii)
y iii).
EsempLo 2.10. Sean
kgld/OX ] = kglzs ..oy kgl X1 = kylxr -, %]

dos espacios afines cudnticos r-dimensionales (ver Ejemplo 1.14) y sea p € k\ {0}. El item (2) de
la Observacion 2.9 implica que la aplicacion

5:(0/0X) @ (X) — (X) ® (9/0X),
definida por

. o . .
qg Xxi®— s11<],
axj
4] % ® 9 o
— i =3pxi® — Sii=J,
s 8xj i P 6xj /

0
qx; ® — Sii> J,
axj

determina una transposicion de k,[0/0X] en k,[X].
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EjempLo 2.11. Sean A'y B dlgebras y sea A ®, B un producto tensorial torcido (ver el Ejem-
plo 1.6 de la Seccion 1). Sean

sa: HRA — AQH y sg: H®B — B H
transposiciones. Un cdlculo directo muestra que si
(X ®H)o(B®sa)=(A®sp)o(sa®B)o(HQy), (1.6)

entonces (A ® sg) o (s4 ® B) es una transposicion de H en A ®, B.

1.2. Transposiciones de grupos

En esta subseccién vamos a caracterizar las transposiciones de un algebra de grupo k[G] en un
algebra A. Para ello primero caracterizaremos los k[G]-espacios trenzados a izquierda. Comenza-
mos observando que dado un k-espacio vectorial V, cada aplicacion

s: k[Gl®V — V®Kk[G],

determina univocamente aplicaciones @, : V — V (x,y € G) por la férmula

s(x®v) = Z (V) ®y.

yeG

Proposicion 2.12. El par (V, s) es un k[Gl-espacio trenzado a izquierda si y sélo si s es una
funcion biyectiva y se cumplen las siguientes condiciones:

1. (aﬁ)yec es una familia completa de idempotentes ortogonales para todo x € G,
2. o} =id,

3. @y = D=, @y 0 @y, paratodo x,y,z € G.

DemosTtrAcION. Es fécil ver que (V, s) es un k[G]-espacio trenzado a izquierda si y sélo si
afr:ai:ll y ayoay=ayod; para todo x,y,z,r,s € G
y las propiedades (1)—(3) se cumplen. Entonces debemos verificar que las condiciones (1)—(3)
implican que las dos primeras igualdades valen. De (1),(2) y (3) se deduce que
= Zafﬁoa;oa;—_l. :ozfcoaf;l = Za;oa;__ll oa/;__ll 201:11
reG reG
Esto prueba que vale la primera igualdad. Por (1), para probar que vale la segunda alcanza con ver
que se cumple que
ay oayoay =0 sis#s.
Como «ay = (a;)2 y a)’c'(r’ € G) es una familia completa de idempotentes ortogonales, para ello
alcanza con observar que

r s’ r s _ ’ s
@, oy oayoay(a)=0 paracadar € Gya € lImay.

Sean 7’ = r's” y z = rs. Primero supongamos que z # z’. Entonces

4 — P4 P4 _ rod
O—a/fcyoaiy(v)—[z ak oay)O[Zaxoafy](v)— Z @, oay oayoayv).

p’q/zz/ Pq=z p/q/:Z/

Como las imdgenes de las aplicaciones a¥ ,(p’ € G) estdn en suma directa, de las igualdades
anteriores se sigue que @y © ay o ay o ay(v) = 0, como desedbamos. Supongamos ahora que
z=r's" = rs. Entonces

’ ’
@0 a(v) = Z o 0 al(v) = aiy () = (@5)2(v) = Z o o odoai(v).
Pg=z r'q'=z
15
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De nuevo como las im4genes de las aplicaciones o , (p’ € G) est4n en suma directa y r # 7/, las

. . . . r s r s —
ultimas ecuaciones implican que @} o @y © ) o ay(v) = 0. m|

Sea s: k[G] ® V — V ® k[G] una aplicacién. Dados x,y € G, denotamos con V> al conjunto
Vi=veV:s(x®v)=v®y.
Proposicion 2.13. El par (V, s) es un k[G]-espacio trenzado a izquierda si'y solo si

1. @ZGG VZ =V para todo x € G,

2. EBZEG V¥ =V para todo x € G,

3.V =V,

4.V = EB,SZZ vin vy, forall x,y,z € G.

DemosTrACION. Es claro que si (V, s) es un k[G]-espacio trenzado a izquierda, entonces se
cumplen (1), (2) y (3). Ademas se comprueba facilmente que las aplicaciones o) o @y (1, s € G)
son una familia completa de idempotentes ortogonales. Asi:

BHvi=v=EPvinv,.

yeG r,s€G

Como Vi N Vy C Vii, esto implica que también vale (4). Para probar que la asercion recipro-

ca también es cierta alcanza con observar que los idempotentes ), € Endi(V), asociados a la
descomposicién V = ®yEG V7, satisfacen las propiedades enunciadas en la Proposicién 2.12.
Dejamos esta tarea al lector. O

OBSERVACION 2.14. Usando los items (1) y (4) de la Proposicion 2.13 es fdcil probar por in-
duccion en n que, para cada familia finita x; - - - x, de elementos de G,

v= P viln-nvy
Yi--yn€G

Proposicion 2.15. Para cada k|G]-espacio trenzado a izquierda (V, s), es cierto que

s_l(v®x) = Zy@a;f(v) para todo x € G,v e V.
yeG

DEemosTRACION. Se comprueba facilmente. O

TeorREMA 2.16. Si G es un grupo finitamente generado, entonces cada k|Gl-espacio trenzado
a izquierda (V, s) determina una Aut(G)-graduacion

VZ@VQV

ZeAut(G)

sobre V, por
V= ﬂ VD = v eV :s(x®v) = v®(x) forall x € G).
xeG
Ademads, la correspondencia que a cada k|Gl-espacio trenzado a izquierda (V, s), con k-espacio
vectorial subyacente V, le asigna la Aut(G)-graduacion de V obtenida arriba, es biyectiva.

DEemosTrACION. Fijemos un k[G]-espacio trenzado a izquierda (V, s). Sea {x; - - - x,,} un conjun-
to de generadores de G. Por la Proposicion 2.13, para cada ¢ € Aut(G) la componente homogénea
de grado ¢ de V es:

Ve= (Vi = v a nvel),
xeG
16
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Por la Observacion 2.14, para verificar que V = €5 eAw(G) V¢, serd suficiente observar que si
Viin--nvit£0,

entonces existe un endomorfismo ¢ de G que cumple que {(x;) = y;. Sea v un elemento no nulo
de V,ycll N---N Vi}’f y sea K C G el conjunto de todos los x € G tales que v € V7 para algin
(necesariamente unico) y € G. Por los items (2) y (3) de la Proposicion 2.13 y el hecho de que
VY= V)ycfll para todo x,y € G, K es un subgrupo de G. Como xi, - - x, € K, tenemos que K = G.
Definimos ¢ por (x) := y si v € V3. Es facil ver que £ € Aut(G). Asf,
v= P %
LeAU(G)
es un k[G]-médulo provisto de una Aut(G)-graduacién. Reciprocamente, dada una Aut(G)-gra-
duacién
v= P v
LeAut(G)
de V, la férmula
s(x®v)=a®{(x) sivelV,,
convierte a (V, s) en un k[G]-espacio trenzado a izquierda. O
Proposicion 2.17. Sea A una k-dlgebra. Una aplicacion
s: k[G1® A — AQK[G]
es una transposicion si y sélo si, para todo x,y,z € G, las siguientes condiciones se cumplen:

1. & (v € G) es una familia completa de idempotentes ortogonales,

2. oy =1id,
3- a/iy = ZVW=Z CX; ° a,W’
4. (1) = 1,

5. ay(ab) = Tyeg @x(@ay(b).
DemMosTrACION. Es fécil ver que s es una transposicion si 'y s6lo si

@y=a, y aloal=aloa) paratodo x,y,z,w € G

X

y las propiedades (1)—(5) se cumplen. Entonces debemos verificar que las condiciones (1)—(5)
implican que las dos primeras igualdades valen. Pero esto se sigue inmediatamente de la Proposi-
cién 2.12. O

ProposiciOn 2.18. Sea A una k-dlgebra. Una aplicacion
s: k[G]®A — A®[G]

es una transposicion si y sélo si la familia A, satisface:

1. @yeG A’ = A para todo x € G,

2. @xeG A% =Aparacaday € G.

3. A=A,

4. Afcy = €va=z AN A;V, para todo x,y,z,€ G,

5. 1€ Aj, para todo x € G,
6. Sia € A,yb € A%, entonces ab € A%, para todo x,y,z, € G,

17
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DEemosTrACION. Es claro que si s es una transposicion, entonces se cumplen (1), (2), (3), (5)y
(6). Ademas, por la Proposicién 2.13 también se satisface (4). Para probar que la asercion recipro-
ca también es cierta alcanza con observar que los idempotentes @, € End(A), asociados a la

descomposicién
A=Pa,
yeG
satisfacen las propiedades enunciadas en la Proposicién 2.17. Dejamos esta tarea al lector. O

TreOREMA 2.19. Sean G un grupo finitamente generado y A una k-dlgebra. Cada transposicion
s: k[G]1®A — A®K[G]
determina una Aut(G)°P-graduacion A = eAu(G) A; en A por:
Ay = ﬂAi(x) =f{acA: s(x®a)=a®{{(x) paratodo x € G},
xeG
v la correspondencia ast definida es biyectiva.

DEemosTRACION. Por la Proposicion 2.16 basta observar dada una k[G]-graduacion
A= D A
LeAut(G)

A en un algebra Aut(G)°P-graduada si y sélo si se satisfacen los items (5) y (6) de la Proposi-
cién 2.18. O

1.3. Transposiciones e integrales

La relacidén entre integrales y transposiciones estd dada por el siguiente resultado:

TeoREMA 2.20. Sean H un dlgebra de Hopf trenzada rigida, A un dlgebray s una transposicion
de H sobre A. Existe un inico automorfismo de dlgebras gs: A — A, tal que s(t ® a) = g;(a) @t
para toda integral a izquierda o derecha t € H. Ademads,

so(fh®8)=(g:®ffos ¥ so(fy®e) = (g ®fpos,
donde fj; y f,’i son las aplicaciones introducidas en el Corolario 1.24.

DemostrAcION. Es claro que si existe una tal aplicacion g, entonces es tnica. Sea t € H una
integral a izquierda. Por la Observacién 1.26 y la compatibilidad de s con € y ug,

e(h)s(t ® a) = e(f,(h)s(t ® a)
= s(fp (Mt ®a)
=AW o(s@H)o(H®s)o(c®A)(t®h®a)
=(AQu)o(A®c)o(s®H)o(H® s5)(tQhQ a),

donde f}; es la aplicacion introducida en el Corolario 1.24. Escribamos

s_l(a®h) = Zhj@)aj.
J

1.7

Reemplazando t® h® a por 3.t ® hj ® aj en (1.7), se obtiene:
AW o(A®c)o(sH)(t®a®h) = Z e(hj)s(t®aj) = e(h)s(t ® a),

J
donde la tltima igualdad vale porque (e ® A) o s~! = A ® €. Escribamos
s(t®a) = Z a;®t;, conlos a;’s linealmente independientes.
i
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Hemos probado ya que

Z a; ® e(h)t; = Z aiQuoc(t;®h) paratodoh e H.

l l

Como los ag;’s son linealmente independientes, esta igualdad implica que cada #; es una integral
a derecha de H.”*", y por lo tanto una integral a izquierda de H (por el Corolario 1.25). Por
consiguiente, existen A;’s en k tales que #; = A;z. En consecuencia, s(t ® a) = gs(a) ® t con
gs(a) = ; Aia;. Por la compatibilidad de s con la estructura de dlgebra de A, la aplicacién g
es un endomorfismo de dlgebras. Como

/ r
S(f)=f y so(S®A)=(A®S)os,
H H

también es cierto que s(u®a) = gs(a)®u cuando u es una integral a derecha. Un argumento similar

aplicado a la transposicién s—! introducida en la Observacion 2.5, prueba que g es biyectiva.
Finalmente, si

s(f},(h)@a) = Zaj@)hj y s(h®gs(a)) = Za,’(@)h;(,
entonces: J k
ng(ajmt@hj —(s®@H)o(H®s)o(c®Ah®t®a)
=(A®c)o(s®@H)o(H®s)(h®t®a)
=Y ae1e fih).
Por lo tanto
(gs®@H)os0(fp®A)=(A® fy)osoHBg,).

De modo similar puede verse probarse s o (f7; ® g5) = (g5 ® f};) © s. O

OBSERVACION 2.21. Sea s: H® A — A ® H una transposicion. Si H es un dlgebra de Hopf
trenzada rigida semisimple, entonces g, = idas. En efecto, sean t una integral no nula de H y
a € A arbitraria. Como €(t)a = €(t)gs(a) y, por el Teorema de Maschke, €(t) # 0, obtenemos que

gs(a) = a.

ProposiciOn 2.22. Sean H un dlgebra de Hopf trenzada rigida, a: H — k la funcion modular
de H, A un dlgebray s: H® A — A ® H una transposicion. Entonces (AQ @) o s = a ® A.

DEMOSTRACION. Sea ¢ una integral a izquierda no nula de H. Como s es compatible con la
multiplicacién de H y, por el Teorema 2.20, existe un automorfismo de dlgebras g;: A — A tal
que s(t® a) = gs(a) ® t para todo a € A, las igualdades

a(h)gs(a)®t = s(a(h)t ® a)
=s(th®a)

= Z gs(a;) ® th;
= Z a(hi)gs(ai) ® 1,
donde )’ a; ® h; := s(h ® a), valen. Por lo tanto a(h)a = ) a(h;)a;, como queriamos. O

CororArIO 2.23. Sean H un dlgebra de Hopf trenzada rigida, a: H — k la funcion modular
de H, A un dlgebray s: H® A — A ® H una transposicion. Es cierto que

A®a—(-)os=so(ad—(—)®A).
19



1 Transposiciones Productos cruzados trenzados

DEemosTRACION. Por la Proposicion 2.22 y la compatibilidad de s con A, tenemos que

45

Ficura 2
CcOmo queremos. m]

1.4. Una propiedad técnica

Finalizaremos esta seccidon probando un resultado elemental que da condiciones suficientes
para que dos diagramas representen la misma aplicacién. Usaremos este resultado varias veces en
las secciones subsiguientes. Recordamos que el grupo de trenzas B, es el grupo definido por los

generadores 71, -+ ,T,—1 y las relaciones
TiTj =T;T| sili—jl =2, (1.8)
TiTit1Ti = Tis1 TiTit1- (1.9)

El grupo simétrico S, es el grupo definido por los generadores
01, ,0pr-1

sujetos a las relaciones (1.8), (1.9) y (c)* = 1(1 < i < r). Pensamos los elementos de S, como
funciones del modo usual. La aplicacién candnica ¢p: B, — S, es el morfismo definido por ¢(;) =
o;. Para cada T € B,, la permutacion asociada con 7 es, por definicion, ¢(7).

Decimos que un elemento 7 € B, es simple si existen 7;,, - -+ , T;, tales que
T= Tila"' ’Tl',l
y 0, -+, 0, €s una expresion reducida de ¢(7). Es decir, para cada par de indices p < g, existe

0 < s < ntal que

iy 50, (p) < 0igy o+, 003,(q) para todo j > s

y
Tijyeoe 5 04,(p) > T, 00,(q) para todo j < s.

Una tal expresion de 7 es llamada simple. Una expresion simple 7;,, - -+ , 7;, de T es normal si
¢(ip, 5 Ti )@ < P(zip, -+ ,7i,)(i+ 1) paratodo jycadai>i;.

Por ejemplo, por (4),
TITITy = T|T2T].
Ambas expresiones son simples, pero la primera es normal, y la segunda no.
Proposicion 2.24. Cada elemento simple T € B, tiene una expresion normal tinica.
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DEemosTrACION. Existencia: Vamos a probar por induccién en n que si 7 tiene una expresion
simple T = 7;, - - - 7;,, entonces tiene una expresion normal 7 = 7;, ---7; . Esto es claro sin < 1.
Supongamos que n > 2. Por hipétesis inductiva podemos asumir que 7;, - - - 7;,_, €S una expresion
normal. Sea m el mdximo de los indices i tales que ¢(7)(i) > ¢(7)(i + 1). Es claro que i, < m.
Dividiremos la prueba en tres casos:

m = i,: En este caso es facil ver que 7;, - - - 7;,_,7;, €S una expresion normal de 7.
m > i, + 1: En este caso, usando que 7;, ---7;,_, €s una expresion normal, se puede probar que
in—1 = my entonces
Tiy Tig g Tiy = Ty Ty iy T g -
Por hipétesis inductiva, podemos escribir 7;, ---7;,_,7;, en una forma normal 7 ---7; _,. Esto

completa la prueba, dado que la expresion resultante
T= T.jl T TjnflTinfl’

de 7, cumple las condiciones del caso 1).

m = i, + 1: en este caso usando que T;, ---T;_, €s un expresiéon normal, se puede probar que
in-i =myqueexiste [ > 1talque i,—y =i, + sparal < s <[y iy = iy. Asi:
Til Tt Tin—lTin = Til U Tin—l—2Tin+l T Tin+2TinTin+lTin
= Til T Tin7172Tin+l e Tin+2Tin+lTinTin+l ’

donde la dltima igualdad se sigue de la relacién (1.9). Por hipdtesis inductiva podemos escribir:
Tiy " Tigg o Tig " Tig 42T T
en una forma normal 7, ---7; . Esto completa la prueba, dado que la expresion resultante
T=Tj T Tipt1
de 7, satisface las condiciones del caso 1).

Unicidad: supongamos que
Tj] ...Tjn, — Ti] ...Tl.

n
son dos expresiones normales de 7. Entonces, por definicién j,» = m = i,. La prueba puede
completarse por induccién en min(n, n’) O

CoroLARIO 2.25. Sean Ty T’ dos elementos simples de B,. Si ¢(t) = ¢(1'), entonces v = 7/

DEMOSTRACION. Sean

T=T) T, y T=7Tj"Tj,
las expresiones normales de 7 y 7’ respectivamente. Observemos que j,y = m = i,, donde m
es como en la prueba de la Proposicién 2.24. La prueba se termina facilmente por induccién en
min(n, n’). a

Ahora consideramos diagramas obtenidos por composicién de los morfismos descriptos en la

Figura 3, donde Vi, -, Vg son productos tensoriales de A’s y H’s. Enumeramos los vértices al
V|H\HV2 V3I-<\AV4 Vs H Vg Vi H H Vs
X AT Y Y

Ficura 3

comienzo y final de un tal diagrama D de izquierda a derecha. Sea / una linea que une el techo y el
piso de D. Sean #(/) y b(l) los vértices en el techo y en el piso de /, respectivamente, y sean npy;, )
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el cardinal del conjunto de lineas descendientes que unen i con j. Por ejemplo, para los diagramas
que representan ¢ y s, tenemos que

np(,1y = hpeo) =0 y np2) = npe1) = 1.

Decimos que un diagrama D como el anterior es admisible si dos lineas descendentes [ y I’ desde
el techo hasta el piso de D se cruzan (por medio de ¢, s o una multiplicacién seguida por una
comultiplicacién) a lo sumo una vez y, en este caso, #({) # #(I') y b(l) # b(I').

CoRroLARIO 2.26. Sean D1y D, dos diagramas admisibles. Si

1. Dy y D, tienen el mismo dominio y codominio.

2. np,(i, j) = np,(i, j) para cada vértice superior i y cada vértice inferior j,
entonces las aplicaciones representadas por Dy y por D, coinciden

DEmosTRACION. Sean ¢ y ¢, las aplicaciones representadas por los diagramas Dy y D, res-
pectivamente. Por la compatibilidad de Ay y con cy s, y el hecho de que

Aop=@ueu oAugH,

podemos reemplazar D y D, por diagramas admisibles que representen las mismas aplicacio-
nes, pero que tienen, de arriba hacia abajo, primero las comultiplicaciones, luego las trenzas y
finalmente las multiplicaciones. Entonces

Sr=¢' o007y b2=0)0795,
donde ¢, ¢g” consisten de multiplicaciones, ¢11) , gbg de trenzas y ¢¢, gbg de comultiplicaciones.

Afirmamos que ¢>1C = (/)5 . En efecto, 3’ ;np,(i, j) es el mimero de comultiplicaciones que ocurren
el vértice i en el techo del diagrama Dy, paral = 1,2. Como

np, (i, j) = np,(i, j) paratodo i, j,

la afirmacién se sigue de la coasociatividad de la comultiplicacién. Similarmente, ¢11"’ = ¢]2” . Por
ultimo, el hecho de que ¢? = qﬁg se deduce del Corolario 2.25. O

2. H-comodulo algebras y H-médulo algebras

Sea H una bidlgebra trenzada. Nuestro objetivo es adaptar a nuestro contexto las nociones
de H-comddulo dlgebra y H-mddulo édlgebra. Aunque en esta seccion las aplicaciones s (a veces
adornadas con un subindice) no son necesariamente transposiciones, las representamos geométri-
camente como si lo fueran.

Denotemos con By a la categoria de los H-espacios trenzados a izquierda. Es facil ver que
ésta es una categoria monoidal con unidad (k,7), donde 7: H ® k — k ® H es el flip, producto
tensorial

Vsv)® (U, sy) :== (VO U, syeu),

donde sygy: HOV® U — V ® U ® H es la aplicacion definida por
sveu = (V®sy) o (sy ® U),

y las restricciones usuales de asociatividad y unidad. Como (H, c¢) es un objeto codlgebra y un
objeto 4lgebra en By, tiene sentido considerar (H, c¢)-mddulos y (H, c¢)-comddulos a izquierda y
derecha en esta categoria monoidal. Para abreviar diremos que (V, s) es un H-comddulo a derecha,
si es un (H, c¢)-comdédulo a derecha en By, y que (V, s) es un H-modulo a izquierda, si es un (H, c)-
modulo a izquierda en By. Notemos que si (V, s) es un H-comddulo a derecha, entonces V es un
H-comdédulo a derecha en el sentido usual. Andlogamente para H-mddulos a izquierda.
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OBSERVACION 2.27. Sea (V,s) un H-espacio trenzado a izquierda. Se comprueba fdcilmente
que:

1. (V,s) es un H-modulo a izquierda si y sélo si V lo es en el sentido estdndar y la accion
p: H®V — V satisface que

so(H®p)=(p®H)oc(H®s)o(c®V), (2.10)
2. (V,s) es un H-comodulo a derecha si y solo si V lo es en el sentido estdndar y la coaccion
v: V — V ® H satisface que
(v®@H)os=(V®c)o(s®H)o(H®V). (2.11)
Ademds, una funcion
[ (Vo) = (Vs
es un morfismo de H-médulos a izquierda si y solo si es un morfismo de H-espacios trenzados y
fop=p o(H®f),

donde p y p’ son las acciones de H sobre (V,s) y (V',s"), respectivamente. Los morfismos de
H-comodulos a derecha tienen una caracterizacion andloga.

Sea (V, s) un H-espacio trenzado a derecha. Los conceptos de accion a derecha y de coaccién
a izquierda de H sobre (V; s) se introducen en forma similar, y valen caracterizaciones andlogas.

Proposicion 2.28. Sea H una bidlgebra trenzada. Un H-espacio trenzado a izquierda (V, s) es
un H-modulo a izquierda via
p:HRV —V

siy solo si(V, s~ es un H.*-mddulo a derecha via po s~ Andlogamente, (V, s) es un H-comodulo
a derecha via
viV—V®H
1

siy sélo si (V, sV) es un H."P-comédulo a izquierda via s™' o v.
DEmosTRACION. La dejamos al lector. O
Por ejemplo, cuando H es una bidlgebra estandar y
st:HV — V®H

es el flip, entonces (V, s) es un H-comddulo a derecha si y s6lo si V es un H-comddulo a derecha
estandar y (V, s) es un H-modulo a izquierda si y s6lo si V es un H-médulo a izquierda estandar.

DErINICION 2.29. Sea V un H-comddulo a derecha (izquierda) estdndar con coaccion v. Deci-
mos que v € V es H-coinvariante a derecha (izquierda) si

vv)=vel(v(iv)=1®v).

Denotaremos con VI (<°HV) al conjunto de elementos H-coinvariantes a derecha (izquierda)
deV.

DEriNicION 2.30. Sea V un H-modulo a izquierda (derecha) estdndar con accion p. Decimos
que v € V es H-invariante a izquierda (derecha) si

p(h®v) = e(h)v (p(v ® h) = e(h)v) para todo h € H.

Designamos con "'V (V) al conjunto de H-invariantes a izquierda (derecha) de V.

ProposiciON 2.31. Para cada H-mddulo a izquierda (V, s) es cierto que 1V = yH" (aqui la
estructura de H.,"-médulo a derecha sobre V es la inducida por la accién de H.® sobre (V, s)
introducida en la Proposicion 2.28).
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DEemosTrACION. La dejamos a cargo del lector. ]
Proposicion 2.32. Sean (V, s) un H-modulo a izquierday y: H® V — V ® H la aplicacion
Y =EQH)o(H®s)o(A®YV).
Un elemento de v € V es H-invariante si 'y solo si y(h®v) = s(h® v) para todo h € H.
DEmoSTRACION. Si y(h ® v) = s(h ® v), entonces
phev)=(Vee)oxy(hev)=(Ve®e) osth®v)=e(h)v.

Reciprocamente, si p(h ® v) = e(h)v para todo h € H, entonces por la condicién (1) de la Observa-
cién 2.27 y por el hecho de que (H® €)oc™! = e ® H,

xYhe®v)=(pH)o(H®s)o (A®V)h®V)
Z(p®H)O(H®S)O(C®V)O(C_1 @V)o(AQV)h®V)
so(H®p)o(c'@V)o (AR V)h®v)
s(h®v),
paratodo h € H. O

Proposicion 2.33. Es cierto que s(H ® By =Hy @ H.

DEeMosTRACION. Sea W = HV. Por la condicién (1) de la Observacién 2.27 y por la definicién
de AV, valen las igualdades de la Figura 4. Esto prueba que s(H ® V) ¢ ¥ ® H. Un argumento

w}{jw@ff iy

Ficura 4

1

similar, con s reemplazado por s~ muestra que vale la inclusién reciproca. O

OBSERVACION 2.34. Si (V,s) es un H-comédulo a derecha, entonces V! es estable bajo s
(dicho de otro modo, s(H ® V°°f) c Vel @ H). Asi, (V8 s) es un H-espacio trenzado.

Dados H-comédulos a derecha (V, sy) y (U, sy), con coacciones vy y vy respectivamente, sea
vyeu la coaccion diagonal

vweu = (VOU®u) o (Vesy®H)o (vy ®vy).

En la siguiente proposicién mostraremos en particular que (V, sy) ® (U, sy) es un H-comddulo a
derecha via vygy.

ProPOSICION 2.35. La categoria (By) de H-comddulos a derecha en By, provista de las
condiciones usuales de asociatividad y de unidad, es monoidal.

DEmoSTRACION. Primero notemos que (k, 7), provisto con la coaccidn trivial, es un H- comédu-
lo. Esta es la unidad de (By)f. A continuacién, probaremos que el producto tensorial de dos
H-comddulos (V, sy) y (U, sy) es un H-comddulo. Es fécil ver que vygy es counitaria. Asi que so-
lamente debemos probar que vygy €s un morfismo en By y que vygy s coasociativa. La Figura 5,
donde la primera igualdad se sigue del hecho de que H es una bidlgebra trenzada, la segunda de la
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TRl

Ficura 5

compatibilidad de sy con la comultiplicacién de H y la coasociatividad de vy y vy y la tercera del
hecho de que vy es un morfismo en By, muestra que la segunda afirmacion es verdadera. Dejamos
la prueba de la primera afirmacién al lector. Por dltimo, es claro que las condiciones usuales de
asociatividad y la unidad son morfismos en By. O

DErINICION 2.36. Decimos que (B, s) es un H-comddulo dlgebra a derecha si es un dlgebra en
B

Por ejemplo, (k,7) y (H,c) son H-comdédulo algebras a derecha y n: (k,7) — (H,c) es un
morfismo de H-comddulo algebras.

OBSERVACION 2.37. (B, s) es un H-comddulo dlgebra a derecha si'y solo si los siguientes hechos
valen:
B es un dlgebra y un H-comédulo a derecha,
s es una transposicion a izquierda de H sobre B,
(v@H)os=(B®c)o(s®H)o(H®V),
voup=(up®uy)o(Bs®H)o(v®v),
5. v(lp) =1p® 1p,

AN b~

donde v denota a la coaccion de H sobre B. Dicho de otro modo, un H-comodulo a derecha (B, s)
es un H-comodulo dlgebra a derecha si y solo si B es un dlgebra, s es una transposicion y la
coaccionv: B — B®; H es un morfismo de dlgebras, donde B ®; H es el dlgebra mencionada en
el Ejemplo 1.6.

El siguiente resultado serd usado en una seccidn posterior para probar que un producto cruzado
B#¢H con cociclo inversible es un B- médulo libre a derecha. Asumamos que H es una bidlgebra
trenzada. Sea

s:H®B — B H

una transposicién. Por las Observaciones 1.16 y 2.5, sabemos que H.* es una bidlgebra trenzada

1o 7. Sea

s H®P @ B —, B @ P

contrenzac! =1oc¢”

1

la transposicién s~! = 7 o 57! o 7 introducida en la Observacion 2.5.

Proprosicion 2.38. Si (B, s) es un H-comodulo dlgebra a derecha con coaccion v, entonces

CO , P —
(B, s71) es un H.""-comédulo algebra a derecha con coaccionv :=to s ' ov.

DEemosTRACION. La coasociatividad de 7 estd probada en la Figura 6, donde la segunda igualdad
es consecuencia de que v es una coaccién compatible con s~!, la cuarta de la compatibilidad de
57! con ¢! y la quinta de la compatibilidad de A con s~!. Por otro lado, la Figura 7 en la que

la primera igualdad se sigue del hecho de que v: B — B ®; H es un morfismo de 4lgebras, la
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@@@%

segunda de la compatibilidad de s~' con up y up y las restantes pueden chequearse ficilmente,
prueba que
7: B — B @— HCop
s
es un morfismo de dlgebras. Para terminar la demostracién, debemos verificar que
(17®H) o5 = (Bac1)o(s ®@H)o(H®).

Por la definicién de 7 y s~!, para ello es suficiente comprobar el diagrama de la Figura 8 conmuta,

where c[ranS =H®T1)o(r®B)o(cT'®B)yc" li=toc o 7, lo que se sigue del hecho de que
cada uno de los diagramas pequefios conmuta. O

Dados dos H-médulos a derecha (V, sy) y (U, sy) con acciones py y py respectivamnente, sea
pveu la accién diagonal

pveu = (py®py)o(H®sy @ U)o (A Ve U).

En la siguiente proposicién mostramos en particular que (V, sy) ® (U, sy) es un H-médulo a iz-
quierda via pygy.

Proposicion 2.39. La categoria y(By) de H-mddulos a izquierda en By, provista con las
restricciones habituales de asociatividad y unidad, es monoidal.

DEemosTrAcION. Es similar a la prueba de la Proposicién 2.35. O
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H®B i S B H u s H® B i S BQH

H®vy veH Hev voH

M (B&1)o(r®H) (s~ ' @H)o(BoC™! v (B&1)o(r®H)

3
H®BQH —M8— B® —> H®B®®H ——————— % B® H>

Hes™! soH (c®B)o(H®s™) sI@H
H2\®B _ (Hemotsh) HeBoH _ Hesd HZ;B #) HeBoH
Her (B&1)o(r®H) (H®T)o(t2B) ®H
HoBoH — ™™y gom? ' yepey Bewon, oot
Ficura 8

DEeriNICION 2.40. Decimos que (A, s) es un H-mddulo dlgebra a izquierda si es un dlgebra en
H(Bx).

Se comprueba facilmente que (A, s) es un H-moédulo dlgebra a izquierda si y solo si (A, s) es
un H-médulo a izquierda, A un algebra, s es compatible con la estructura de dlgebra de A y la
accion p: H® A — A satisface que

1. p(h® 1) = e(h)1,

2. p0(Hu)=puo(p®@p)o(H®s®A)o (A®ARA).
Observemos que si (A, s) es un H-moddulo algebra, entonces s es una transposicion.
OBSERVACION 2.41. Una funcion f: (A, s) = (A’,s") es un morfismo de H-modulos dlgebra a

izquierda si 'y solo si es un morfismo de H-modulos y de dlgebras. Una afirmacion similar vale
para morfismos de H-comodulos dlgebra a derecha.

Sean A un dlgebray s: A® H — H ® A una transposicién a derecha. Las nociones de H-
comédulo dlgebra a izquierda y de H-mddulo dlgebra a derecha se introducen de un modo andlogo.

ProposiciOn 2.42. Sean H una bidlgebra trenzada. Un H-dlgebra trenzada a izquierda (A, s)
es un H-modulo algebra via
pH®A — A
si 'y sélo si (A, s™") es un HP-médulo algebra a derecha via p o s~'. Andlogamente, (A, s) es un
H-comddulo algebra a derecha via
viA— AQH
1

siy solo si (A, s™1) es un H."P-comédulo algebra a derecha via s™' o v.

DEemosTRACION. De la Proposicion 2.28 y la Observacion 2.5 se sigue inmediatamente que para
verificar la primera afirmacidn es suficiente mostrar que p satisface las condiciones 1) y 2) de los
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comentarios que siguen a la Definicién 2.40 si y s6lo si p o s~! satisface las versiones a derecha de
estas, lo que puede hacerse facilmente. La segunda afirmacién se prueba de un modo similar. O

3. Acciones débiles y productos semidirectos

Sean H una bidlgebra trenzada, A un dlgebray s: H® A — A ® H una transposicién. En
esta seccién generalizamos el concepto clésico de producto semidirecto A#H a nuestro contexto.
La aplicacién torcida y involucrada en la construccién de estos productos semidirectos tienen la
forma

X=@®H)o(H®s)o(A®A),
donde p es una aplicaciéon de H®A en A. Por lo tanto, comenzamos determinando las hip6tesis que
x debe satisfacer para que la aplicacion p exista. Notemos que en este caso, p estd univocamente
determinada por la férmula
p=(A®e) oy.

La Proposicién 2.43, el Teorema 2.47 y las Proposiciones 2.48 y 2.49, son generalizaciones di-
rectas de la Proposicion 3.2, Teorema 3.4, Lema 3.5 y Proposicién 3.6 de [17], respectivamente.
Todas las pruebas dadas en ese trabajo funcionan en nuestro contexto.

Proposicion 2.43. Sea y: H® A — A ® H una aplicacion. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. Existe una aplicacionp: H® A — Atalque y = (0@ H)o (H® s) o (A® A).
2. (yQH)o(H®s)o(A®A)=(A®A)oy.

DEemosTrACION. Es facil ver que si vale 2), la funcidn p := (A ® €) o y satisface la condicién
requerida en 1). Reciprocamente, si 1) vale, en tonces las igualdades de la Figura 9, son verdaderas.

Do

Ficura 9

Esto prueba que la condicion pedida en el item 2) se cumple. O

DErINICION 2.44. Un objeto (V, s) en By, provisto de una aplicacion p: HQV — V, es un
H-médulo débil a izquierda en By, o simplemente un H-modulo débil a izquierda, si:
1. p(1®v) =vparatodov eV,
2. so(H®p)=(p®H)o(H®s)o(c®V).
La categoria ,,;(8g), de H-mddulos débiles a izquierda en By, deviene una categoria monoi-

dal del mismo modo que y(Bx). Un H-mddulo dlgebra débil a izquierda es, por definicién, un
dlgebra en esta categoria.

OBSERVACION 2.45. (A, s) es un H-mdédulo dlgebra débil siy solo si A es un dlgebra usual, s es
una transposicion de H en A y la aplicacion p satisface las siguientes propiedades:

1. po(HOu) =puo(p®p)oc(HR®s®A)o(ARARA),
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2. p(h® 1) = e(h)l, para todo h € H,
3. p(1®a) = a, para todo a € A,
4. so(H®p)=(p®H)o(H®s)o(c®A).
DEFINICION 2.46. Sean A un dlgebray s: H® A — A ® H una transposicion. Una aplicacion

p: H®A — A es una s-accién débil de H sobre A si satisface las condiciones de la observacion.
Una s-accién es una s-accion débil que satisface

5. po(H®p)=po(u®A) (asociatividad de la accion).

Notemos que (A, s) es un algebra en yg(By) viap: H® A — A siy s6lo si A es un algebra
usual, s es una transposicion de H en A y p es una s-accién de H en A.

TreorREMA 2.47. Sea p: H® A — A una funcion. La aplicacion
Y:H®A — A®H,
definida por
Y =(EQ®H)o(H®s)o(A®A),

es una aplicacion torcida de H sobre A si 'y solo si p satisface las primeras tres condiciones de la
Observacion 2.45. Mds precisamente, la condicion (1) se cumple si'y solo si y es compatible con
W, la condicion (2) si 'y sélo si y(h® 1) = 1 ® h para todo h € H, y la condicion (3) si y solo si
x(1®a)=a® 1 para todo a € A.

DEMOSTRACION. Supongamos que
XoH®usA) =wa®H)o(A®)) o (xy®A).

La Figura 10, donde la primera y tercera igualdades valen porque p = (A ® €) o y, la segunda

H A 4 H A A
HA A H A A

Figura 10

se sigue de la hipdtesis y la cuarta se obtiene reemplazando (o ® H) o (H ® s) o (A ® A) por y,
muestra que p satisface la condicion 1) de la Observacion 2.45. Reciprocamente, si se cumple esta
condcién, entonces la Figura 11, donde la primera igualdad se sigue de la compatibilidad de s con
Ha, la segunda de la hipétesis y la tercera de la coasociatividad de A y la compatibilidad de s con
A, prueba que

xoH®pus)=pa®H)o(A®x) o (x ®A).

Resta verificar que y(h® 1) = 1®hsiysélosip(h® 1) = e(h)l y que y(1®a) =a® 1 siy sblo si
p(1 ® a) = a. Dejamos esta tarea al lector. O

En el resto de esta seccion y: H ® A — A ® H denota a la aplicacion torcida asociada a una
s-accion débil p: H ® A — A. Notemos que y es un morfismo en By, dado que por el item (4)
de la Observacién 2.45, lo es p.
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Figura 11

PrOPOSICION 2.48. Sea T: H> ® A — H? ® A ® H? la funcion definida por
T:=H*®@s®H)o(H>®s) o (Apgen ® A).
La aplicacion torcida y satisface:

x®H)o(H®Y)=(p@H)o(HRp@H*)oT

YoWw®A) =@peuwouU®AQH*)oT.

DEmosTRACION. La primera afirmacion se deduce de la Figura 12, donde la primera igualdad

FiGura 12

vale porque y es la aplicacién torcida asociada a p y la segunda por la condicién 4) de la Ob-
servacion 2.45. La segunda afirmacidn es cierta por la validez de la Figura 13, donde la primera

FiGura 13

igualdad se sigue del hecho de que y es la aplicacién torcida asociada a p, la segunda del hecho de
que A es un morfismo de dlgebras, y la tercera de la compatibilidad de s con ug. O
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Proposicion 2.49. La funcion p es una s-accion si'y soélo si la aplicacion torcida y satisface la

ecuacion
xoW®A) = (A8 o(x®H) o (H® ).
Por lo tanto, si p es una s-accion, entonces (H, A, ) es un par apareado de dlgebras en Bp.

DEmosTRACION. Supongamos que p es una s-accion. Por la Figura 14 ( donde la primera igual-

Ficura 14

dad vale por la proposicion anterior, la segunda por la hipétesis sobre p, la tercera por la condicién
4) de la Observacion 2.45 y la cuarta por del hecho de que y es la aplicacidon torcida asociada a p)

es cierto que
xoueA)=Aeuo(®H)o(HQY).
Reciprocamente, supongamos que vale esta igualdad. Por la Figura 15 ( donde la primera igualdad

FiGura 15

vale debido a que p = (A®€) o y, la segunda por la hipétesis sobre y, la tercera por la proposicién
anterior y la cuarta por la condicién 4) de la Observacion 2.45) es verdad que p es una s-accién. O

OBSERVACION 2.50. Sea H un dlgebra de Hopf trenzada con antipoda S. Si p es una s-accion,
entonces s estd univocamente determinada por la formula

s=(pPeH)o(S®x)o(A®A),

como queda claro por las igualdades de la Figura 16.

Ot

Ficura 16
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DEerNICION 2.51. Sea p: H ® A — A una s-accion. Definimos el producto semidirecto A#H,
de A con H asociado a p, como el producto tensorial torcido asociado al par apareado (H, A, x)
de dlgebras.

Por la Proposicién 2.49 y los comentarios hechos en el Ejemplo 1.6, sabemos que A#H es un
algebra asociativa con identidad 1#1. Es fécil ver que

A~A#l y H = 1#H.
Por esta razén frecuentemente escribiremos ak en lugar de a#h .

OBSERVACION 2.52. Cuando p es la accion trivial h ® a — e(h)a, entonces el dlgebra A#H
introducida en la Definicion 2.51 se llama el producto tensorial torcido por s de A con H, y se
denota por A ®; H. Esta notacion es coherente con la usada en la Observacion 1.15.

Lema 2.53. Sea H un dlgebra de Hopf trenzada con antipoda biyectiva S, y sea § la inversa
de S respecto de la composicion. Entonces

uWOH) o(H®c)o(A®S)oc'oA=(noe®H)oA

(Hop oH®S ®@H)o(c'®@H)o(A®H)oc ' ocA=(H®noe€)oA.
DEemosTrRACION. De la igualdad
AoS =co(§®S5)oA

se sigue que

uHeS)ocloA=puo(S®@H)ocloA=noe.
Usando esto, la compatibilidad de c¢~! con A, la coasociatividad de A con ¢! o A y el hecho de que
¢ conmuta con §, obtenemos las igualdades representadas en las Figuras 17 y 18, que establecen

Ficura 17

el

FiGura 18

lo que queriamos probar. O
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Proprosicion 2.54. Sean H un dlgebra de Hopf trenzada, s: HQA — AQH una transposicion,
p una s-accion y A#H el correspondiente producto semidirecto. Si la antipoda S es biyectiva,
entonces la aplicacion
0: HR® A — A#H,

definida por 0(h ® a) = ha, es un isomorfismo de A-médulos a derecha. Consecuentemente, A#H
es un A-modulo a derecha libre.

DEMOSTRACION. Sea S la inversa por la composicién de S. Las igualdades de las Figuras 19
y 20, que son verdaderas por las condiciones (3) y (4) de la Observacién 2.45, la asociatividad de

eoagéA@ TzidA#H

FiGura 19

s % .
fog= = = = = idyen
9 |

Figura 20

la accion, y el Lema 2.53, muestran que
:=(H®p)o(HRS ®A)o(c' ®A)o(A®A)os!

es la inversa de 6. O

4. El anillo de H-invariantes

Sean H una bidlgebra trenzada, A un élgebra, s: H® A — A ® H una transposicion, p una s-
accién de H en A y y la aplicacién torcida asociada a p. En esta seccién definiremos y estudiaremos
la subdlgebra de H-invariantes de A por la accién a izquierda p.

DErINICION 2.55. Un elemento a € A es H-invariante por p si p(h®a) = e€(h)a para todo h € H.
Denotamos con A al subconjunto de A formado por los elementos H-invariantes.
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ProposiciON 2.56. Un elemento de a € A es H-invariante si'y sélo si y(h ® a) = s(h ® a) para
todo h € H.

DEemosTrRACION. Es una consecuencia inmediata de la Proposicion 2.32 O
ProposIcION 2.57. A es una subdlgebra de A.

DEMOSTRACION. Es claro que 1 € HA, y que ¥A es cerrada bajo sumas y multiplicacién por
escalares. Las igualdades de la Figura 21, donde B = YA, muestran que también es cerrada bajo

FiGura 21

multiplicacién. o

PRrOPOSICION 2.58. Es cierto que s(H ® "A) = A ® H. Por lo tanto, la aplicacion g;: A — A,
introducida en el Teorema 2.20, cumple que g ("A) C FA.

DemostrACION. Es una consecuencia inmediata de la Proposicion 2.33. O

Proposicion 2.59. Sean H un dlgebra de Hopfrigiday (A, s) un H-modulo dlgebra a izquierda.
El automorfismo gs: A — A del Teorema 2.20 satisface que g,("A) = "A.

DEemosTrACION. Por el Teorema 2.20 y la Observacion 2.5, la aplicacion
s:kt® A — AQ®kt
es biyectiva; por lo tanto, por el Teorema 2.33 la aplicacién
st ki@ — M@kt
también lo es. La proposicion se sigue inmediatamente de este hecho. O

Lema 2.60. Asumamos que H es un dlgebra de Hopf trenzada rigida. Sea t € f; La aplicacion

T A > A, dada por?(a) = t-a, es un morfismo de HA _médulos a derecha con valores en PA, donde
el punto denota la s-accion. Ademds,

t-(ab) = gs(a)(t-b) paratodoa e Hp ybeA,
donde g;: A — A es la aplicacion introducida en el Teorema 2.20.

DemosTRACION. Paracadah € Hy a € A, escribamos

sth®a) = Zai®h,~.

1
Por la asociatividad de la accién y el hecho de que ¢ € fle sabemos que
h-(t-a)=(t)-a=eh)(t-a) paratodohe Hya € A.

en consecuencia, la imagen de 7 estd incluida en “A. Fijemos a € Ay b € A. Por el item (1) de la
Observacién 2.45, el hecho de que b € ¥A y 1a compatibilidad de s con e,

t-(ab) = Z(l(l) ~a;)(t@), - b) = (ta)e(te),) - a)b = (t - a)b.

La prueba de la Gltima afirmacién es similar. O
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DEFINICION 2.61. La aplicacion’t: A — A del Lema 2.60 se llama una funcién traza a izquier-
da para H sobre A.

Los items (1),(2),(3) y (4) del Teorema 2.62 generalizan el Lema 4.3.4, Corolario 4.3.5, Teore-
ma 4.3.7 y Teorema 4.4.2 de [26], respectivamente. Todas las demostraciones dadas alli, excepto
la del Lema 4.4.3, funcionan en nuestro contexto. El Unico punto que requiere alguna atencién
especial es el hecho de que la aplicacién

e LWagn) — L(Viy)
de la pagina 49 de [26] es 7A-lineal. Verifiquemos esto. Seanv € V, h € Hy a € A. Como
xh®a)=s(h®a) y (A®€)os=€e®A,
tenemos que
Hu(v ®4 ha) = u(v ®4 s(h® a))
=vQ®4 (AR e)(s(h® a))
=vQu (e®A)(h®a)
= e(h)va
= u(v® ha,
como deseamos.
TeoREMA 2.62. Asumamos que H es un dlgebra de Hopf trenzada rigida y quet: A — TA es
sobreyectiva. Sea c € A tal que t - ¢ = 1. Los siguientes hechos se satisfacen:

1. e = tc es un idempotente de A#H que satisface que e(A#H)e = fAe ~ HA.
2. Si A es noetheriana a izquierda, entonces también lo es Hy
3. Si A es noetheriana a derecha, también lo es "A.

4. Si A es noetheriana a izquierda y finitamente generada como k-dlgebra, entonces A es
finitamente generada como k-dlgebra.

5. Si A es noetheriana a derecha y finitamente generada como k-dlgebra, entonces "A es
finitamente generada como k-dlgebra.

6. Si A es noetheriana a derecha, entonces A es un #A-médulo noetheriano a derecha.

DEmosTRACION. 1) Primero observemos que parah € H,a € Ayt € fli, en A#H vale la

igualdad
hat = (h - a)t.
Esto es cierto porque
(I#h)(a#t) = " (hay - adhayt = D (hqy - atethay,)t = (h- at.
(m),i Q)

donde s(h ® a) = Y,;a; ® h;. Dado que 7 es sobreyectiva, existe ¢ € A tal que ¢ - ¢ = 1. Definimos
e = tc. Un célculo directo muestra que

e = tcte = (t-otc=tc=e.
Entonces, paracadaa € ay h € h, tenemos que
e(ah)e = tcahtc = e(h)tcatc = e(h)t - (ca)tc € MAe.
Reciprocamente, si a € 74, entonces
t-(ca)=(t-c)a=a,

y de aqui resulta que
ae = atc = tcatc.
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4 El anillo de H-invariantes Productos cruzados trenzados

Es decir, e(A#H)e = Ae. Finalmente, ésta es isomorfa como 4lgebra a 74, puesto que
(ae)(be) = atcbtc = abe,

como se probo antes.

2) Si A es noetheriana a izquierda, entonces también lo es A#H. Ademads, para todo anillo noet-
heriano S se cumple que eS e también lo es, y gracias al item 1) llegamos a la conclusién deseada.

3) Si A es noetheriana a derecha, entonces lo es H ® A, y por la Proposicién 2.54, también lo es
A#H. Razonando ahora como en la demostracion del item 2) probamos que vale 3).

4) Notemos primero que A#H es noetheriana a izquierda, porque es un A-mddulo finito. Por lo
tanto (A#H)e(A#H) es un ideal a izquierda finitamente generado de A#H. Afirmamos que e(A#H)
es finitamente generado a izquierda sobre e(A#H )e. En efecto, escribamos

n
Si=A#H y  SeS =) Sx,
i=1

donde x; = }};v; jew; ;. Elijamos un r € S. Entonces er € e(SeS) y, por lo tanto,
er =e Z SiXi = Z esiv; jew;j j.
i ij

En consecuencia el conjunto {ew; ;} genera eS como un eS e-mddulo, con lo cual queda probada
la afirmacién. Por simplicidad, reescribiremos estos generadores como {ew;}.

Dado que A es finitamente generado como k-dlgebra, S también lo es. Sea {t; : j € J} un
conjunto finito de generadores. Escribimos

et; = Z ey jew; 'y ewglj= Z ez jkew;.
i i
El conjunto {ew;e, ey;je, ez;jxe} genera eSe como k-dlgebra, puesto que cada elemento de eSe es
una combinacion lineal de elementos de la forma

etjl t]2 ot tjme’

y no es dificil ver que cada uno de estos elementos pueden ser expresados en términos de los
generadores dados. Por ejemplo:

etihe = (Z eyiiew;)he = Z eyne(z ezmieWn)e.
i m

1

5) Razonando como en la demostracion del item 3), obtenemos que A#H es noetheriana a derecha.
Partiendo de este hecho y haciendo cuentas andlogas a las usadas en la demostracién del item 4),
Ilegamos a la conclusién deseada.

6) Sean e el idempotente del item 1) y {hy,--- , h,} una base de H. Para todo A-mdédulo a derecha
V consideremos el A#H-mddulo a derecha inducido
W =V 4 (A#H).

Compararemos el reticulado de A-submédulos de V, denotado por L(Vi), con el reticulado
L(Wysp), de A#H-submodulos de W. Definamos

0: L(Viy) > L(Wasg) por U (U®e)A#H)

i LWagn) — L(Viy) por Z Vi ®a hi Z e(h))vi,

1
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La aplicacién u estd bien definida porque cada w € W tiene una Unica representacién de la forma
w = Y, v;®, h;. Verifiquemos ahora que u es una aplicacién “A-lineal. Seanv € V,h € Hy a € "A.
Como
yh®a)=s(h®a) y (A®€)os=€e®A,
es cierto que
u(v ®4 ha) = u(v ®4 s(h® a))

=v®4 (A®e)(sth®a))

=vQu (e®A)(h®a)

= e(h)va = u(v ® h)a,

como deseamos. Claramente tanto o como u preservan inclusiones. Afirmamos que para todo
U € L(Vw), vale laigualdad U’ = U, lo que en particular probara que o es una funcién inyectiva
de L(Vuy) en L(Waag). Para probar la afirmacién, primero observemos que si v ® e = 0, entonces

vet=v®t=0
y, por lo tanto, v = 0. En consecuencia, si
Vi®e=1mQe,
entonces v| = v;. Por otra parte, para todo

W=Zvi®/’li€VV,
i

vale que

we = Z v; ® hjtc = Z v; ® e(hj)tc = Z e(h)vi®tc = u(w)Qe.

4 4 4
Ademas, gracias al item 1), para U € L(V#,), tenemos

U =U®eA#tH)e = U Me=U®e.
Combinando estos hechos vemos que para cadaw € U7,
we=uw)®eeclUQe,

y en consecuencia u(w) € U. Es decir que U’* € U. Veamos ahora que vale la inclusién opuesta.
Siue U, entonces w :=u® e € U7, por lo que debido a la cuenta anterior sabemos que

u®e =we =uw)e.

De aqui se sigue que u = u(w) y asi resulta que U = U?¥, como queremos. Aplicando ésto al caso
V = A, obtenemos que
W = A Qs A#H ~ A#H.

Como A#H ~ H ® A como A-moddulos a derecha, y estamos suponiendo que A es noetheriana a
derecha, se sigue que W es un A#H-mddulo noetheriano a derecha. En consecuencia, dado que o
es inyectiva, A es un #A-médulo noetheriano a derecha. O

Proposicion 2.63. Asumamos que H es un dlgebra de Hopf trenzada rigida. Sean t una integral
aizquierdanonulade Hy S la inversa de S bajo composicion. Entonces, paratodoa € Ayh e H:

1. Las igualdades
hat=(h-a) vy  tah= Z 1S (a — h); - a;),
i

donde a: H — k es la funcion modular de H y

ZS“’ —~h);®a;=s5"'(a®S@— h),
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4 El anillo de H-invariantes Productos cruzados trenzados

son verdaderas,
2. El conjunto AtA es un ideal de A#H.
DemosTrACION. El segundo item se sigue inmediatamente del primero. La primera igualdad

del item (1) ha sido probada al comienzo de la demostracion del teorema anterior. Probaremos la
segunda igualdad. Sean h € H y a € A. Escribamos

s a®h) = Zhi ®a; y ¢ (hi, ®hiy) = Zhia)j ® hi),-
i J

De la demostracién de la Proposicién 2.54 se sigue que
atth = Z(l#hi(z)j)(S (hiy,,) - aié1).
Jj
Entonces, por el Teorema 1.27
(1#1)(a#th) = Z(l#t)(l#h,-(z)j)(S (hi<1>j) - a;#tl)
ij
= > (athiy, NS (i, ) - ai#)
ij
= Z(l#t)(S (hiy a(hiy) - ai#l).
ij
Pongamos
(Hes")o(s' @H)o(A®AYa®h) = Y hy) ®hw), ®ai;
i.j
Por la compatibilidad de s con Ay S, y la Proposicién 2.15,
(1#1)(atth) = Z(l#l‘)(g (h(])[.a’(h(z)j)) . a,‘j#l)
i.j
= > (1#)S (hayalh)) - a#l)
i.j

- Z(l#t)(s‘(a — h); - ai#l),
0
coOmo queremaos. .

ProposiciON 2.64. Asumamos que H es un dlgebra de Hopf trenzada rigida. Sea t una integral
a izquierda no nula de H. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1. Para cada a € A N AtA existen b;,c; € A (i = 1,...,n), tales que para todo d € A,
n
ad = Z bit(cid).
i=1

Consecuentemente, aA C 37, biHA.
2. Si AtA = A#H, entonces A es un "A-mddulo a derecha finitamente generado.
3. Si AN AtA contiene un elemento regular de A, entonces A es un HA _submédulo a derecha

de un "A-médulo libre finito.

DemosTRrACION. 1) Escribamos
s(h®a)=2aj®hj, conh € H,a € A.
J
38



Productos cruzados trenzados 5 Un contexto Morita que relaciona A#H y A

Por hipétesis sabemos que existen b;,c; € A(i=1,...,n), tales que a = ?:1 b;tc; € A. Entonces

ad = bitcid =

i=1 i=1

b,’l‘(l) . (Cid)j#t(z)j.

n n
Aplicando id4 ®e a cada miembro de esta igualdad, concluimos que ad = 37, b;t - (c;d).

2) Apliquese el item anterior con a = 1.
3) Sean a un elemento regularen ANAtAy b;,c;€ A(i = 1,...,n) como en el item 1). Definimos

p:A—> é}HA
i=1

por ¢(d) := chld), e ,’t\(cnd)). Claramente ¢ es un morfismo de A-médulos a derecha. Si ¢(d) =

—

0, entonces t(c;d) = 0 para todo i. Por lo tanto ad = 0 por el item 1), y como a es un elemento
regular de A concluimos que d = 0. Por ende, ¢ es inyectiva. O

5. Un contexto Morita que relaciona A#H y A

Sean H un algebra de Hopf trenzada rigida, A un algebra, s una transposicién de H sobre A y
p una s-accién de H sobre A. En esta seccién asumimos que s(H ® A) = A ® H. Por ejemplo,
esto sucede si A tiene dimensidn finita sobre k£ o si H es un dlgebra de Hopf en una categoria de
Yetter-Drinfeld gyz), A es un H-algebra en fyD ys: H®A — A® H es latrenza de éy D.

Construiremos un contexto Morita entre A#H y A generalizando el resultado principal de [7].
Es evidente que A es un A-médulo a izquierda via

av>b:=g; (a)b,

donde g;: A — A es el isomorfismo de k-dlgebras introducido en el Teorema 2.20, y un “A-
moédulo a derecha via la multiplicacion a derecha. Ademas, es facil ver que A es un A#H-mddulo
a izquierda via

(a#th) -b=a(h-b),
donde 4 - b denota a p(h ® b). Con esta accién, A es un (A#H, 7/A)-bimédulo.

PropoSICION 2.65. A es un A#H-modulo a derecha via

b (a#h) = )" S((@ = h)) - (ba,

donde a: H — k es la funcion modular de H,

Z(a' — h); - (ba); = s (ba® a — h)

y S es la inversa por la composicion de S. Ademds, A es un (%A, A#H)-bimédulo.

DEemosTRACION. Primero probemos que A es un A#H-mddulo a derecha. Para esto es suficiente
verificar que A es un A-médulo a derecha, un H-mddulo a derecha y que

(b hya=>b« (ha) paratodoa,be AyheH.

Es evidente que la primera afirmacién es verdadera. Verifiquemos que lo son las restantes:

Prueba de que A es un H-moédulo a derecha via b « h: Para abreviar escribiremos & en lugar de
a — (—). Como es claro que b « 1 = b, solo debemos probar que

(be—h)y«—Il=b« (hl) paratodobe Ayh,lecH.
Pero esto es cierto por las igualdades de la Figura 22, que valen por el item (4) de la Observa-
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o L8P 106 |40
¢

FiGura 22

cidén 2.45, la sociatividad de la accidn, los hechos de que la aplicacién s es compatible con u, & es
un morfismo de dlgebras,

cl'oS®H) =(H®S§)oc™! y oS ®8)oc =S op
Prueba de que b < (ha) = (b < h)a, paratodoa,b € A yh € H: esto se deduce de la Figura 23,

en la cual la primera igualdad se sigue del Corolario 2.23 y la compatibilidad de s con uy4, la
segunda de los items (1) y (4) de la Observacién 2.45, la tercera de que

AoS = ®5)oc oA,

la cuarta del hecho de que
so(S®A)=(A®S)os

y la asociatividad de la accién, la quinta de la compatibilidad de s con ¢ y con ¢! o A ( ver las
Observaciones 1.17 y 2.5), la sexta del hecho de que

(HR®A)o(H®@) o A=(A®&) oA,
la séptima de la compatibilidad de ¢ con A y la octava del hecho de que
oS ®@H)oc 'oA=nyoey.

Resta probar que las acciones de A#H a derecha y la de 7A a izquierda conmutan. Esto se demuestra
en la Figura 24, donde B denota A y g, denota g;'. Las igualdades de esta figura valen por la
compatibilidad de s con u4, la condicién (1) de la Observacién 2.45, la Proposicién 2.58 y el
hecho de que (S ® "A) o s = 5710 (FA® §). O

Por la Observacién 1.26 sabemos que si H es un dlgebra de Hopf trenzada rigida, entonces
existe g € k\ {0} talque c(t ® 1) = gt ® t para todo t € f;

LEMA 2.66. Es cierto que gt - g5(a) = gs(t - a) para todo a € A.
DEemosTrRACION. Como c(f @ t) = gt ® t, por el item (4) de la Observacion 2.45,
gs(t-a)®@t=s5t®t-a)=(PQ®H)o(H®s)o(cQA)(t®tQ®a)=qt-g;(a)®t,
donde p(h ® a) = h - a. La afirmacién es una consecuencia inmediata de este hecho. O

En la prueba del siguiente lema seguimos cuidadosamente los argumentos dados en [9]

Lema 2.67. Sea q € k \ {0} como en el lema anterior. Para cada t € ffll es cierto que S(t) =
gty (t)).
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Ficura 24

DEMOSTRACION. Sea ¢: H* — H la aplicacion definida por ¢(h*) = t1)h*(t2)). Como ¢ es
biyectiva, existe 7 € H* tal que #1)T (t(2)) = 1. Aplicando e obtenemos que 7'(t) = 1. Por lo tanto

S(h) = S (hayethe)ta)T (t2)
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5 Un contexto Morita que relaciona A#H y A Productos cruzados trenzados

- Z S (h)haytay, T (ha)ta)
i

= Z e(ha)tay, T (heyt2)
i

= Z tay, T (hit2)),
;

donde };[; ® h; := c(h ® [). Consecuentemente, por la Observacién 1.26 y el Teorema 1.27,
S0 = frta)T (tt2)) = fLra)a(fEe)T @) = qtayato)T () = gtaya(t)),
tal como se deseaba. O
Lema 2.68. Es cierto que
WeH) o(H®c)o(A®H)o (H®S)oc'loA=(oe®H)oA
DemosTrACION. Como la funcién A es compatible con ¢,
HoS)oc'=c'o(S®H) v poc'o(S®H)oA=¢con,

valen las igualdades de la Figura 25, como queremos. O

Figura 25

Recordemos que por definicién, un contexto Morita que conecta dos anillos Ry S consiste de
un (R, §)-bimddulo M, un (S, R)-bimédulo N y dos morfismos de bimédulo

[-,-]: N M — S y (=,—-): M® N —R

tales que
m-[n,m'] = @m,n) m y [n,m]-n" =n-(m,n)

paratodom,m’ € My n,n’ € N.

TEOREMA 2.69. Los bimodulos M =wy Assn Y N =asn Any (las acciones son las definidas al
comienzo de la seccion), juntamente con las aplicaciones

[, —]: N®uy M — A#H, dada por [a, b] = atb

(= =): M @y N — A, dada por (a,b) = t - (ab),
definen un contexto Morita entre A y A#H.

DEemosTrAcION. Por la Proposicion 2.56 y el Teorema 2.20, sabemos que ta = g (a)t para
todo a € PA. En consecuencia, [—, —] estd bien definida. Probemos que es un morfismo de A#H-
bimddulos. Como hbt = (h - b)t, paratodo b € Ay h € H, la igualdad

(a#h)[b, c] = (a#th)btc = ahbtc = a(h - b)tc = [a(h - b), c] = [(a#h) - b, c].
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vale. Por consiguiente, [—, —] es un morfismo de A#H-mddulos a izquierda. Veamos que también
lo es a derecha. Sea b € ay h € h. Por la Proposicién 2.54, sabemos que

bh = Z hi2) (S (hiry,) - bi),
i,J
donde

Z hi®bi=s'(boh) y Z hiy; ® hiqy; = ¢ (higt) ® hia)).
i J
Por lo tanto, por el Teorema 2.54, la compatibilidad de s con A y el Corolario 2.23,

[a, b](c#h) = atbch
= at Z hi2),(S (hiqyy,) - (be)i)
Lj
=a Z a(hio) (S (hiry,) - (be);)

Lj

=la, Y alhi@))S (hi),) - (bc»l

1

=la, » St —h)- (bc)il

=la, > S(@— hy)- (bc»l

=[a,b « (c#h)],

como deseamos. Ahora debemos verificar que (—, —) estd bien definida. Por los ftems (1) y (4) de la
Observacién 2.45 y la asociatividad de la accidn, valen las igualdades de la Figura 26. Combinando

o s

G-

FiGura 26

esto con el Lema 2.68, obtenemos que también son verdaderas las de la Figura 27. Usando este
hecho y el Teorema 1.27, concluimos que valen las de la Figura 28, lo que muestra que

(c « (a#h),b) = (c, (atth) - b), paratodoa,b,c€ AyheH.

Veamos que (—, —) es A-lineal a izquierda y a derecha. Sean a,b € Ay ¢ € "A. Por el item (1) de
la Observacion 2.45, la Proposicion 2.58 y el Teorema 2.20,

(c>a,b)=t-(g; (c)ab)
=po(p®p)o(H®s®A) o (A(H)®g;'(c) ® ab)
=,uo(p®p)o(no6®s®A)0(A(t)®g;1(c)®ab)
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Figura 27

kt A A H A

kt A A H A
kt A A H A
kt A A H A

Ficura 28

= c(t- (ab))
= c(a, b).

De un modo similar puede probarse que (—, —) es medio “A-lineal. Para completar la demostracion,
resta ver que

a«|[b,cl=@b)y>c y la,b]l-c=alb,c) paratodo a,b,c € A.

Sea g € k \ {0} definida por c(t ® f) = gt @ t. Por la compatibildad de s~ con S, el Teorema 2.20 y
los Lemas 2.66 y 2.67,

a « [b,c] = (a « b#1) «— c#l = g7\ (t- g; ' (ab))c = g; (¢ - (ab))c = (a,b) > c,
y por el item (1) de la Observacién 2.45,

[a,b]-c=ath-c= Z(at(l) b)) ¢ = Z(‘”m D)ty - ©) = a(t - (be)) = a(b, c),

donde }}; (1) ® b; ® t2), = 2 t(1) ® s(t2) ® b), lo que termina la demostracion. m]

CoroLARIO 2.70. Sii: A — TA es sobreyectiva y AtA = A#H, entonces A#H es Morita equi-
valente a A.
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6. Cociclos normales y productos cruzados

Sean H una bidlgebra trenzada y A un élgebra. En esta seccién introducimos la nocién de
producto cruzado. Las aplicaciones torcidas y y los cociclos ¥ involucrados en la construccién de
estos productos cruzados tienen la forma

X=pPeH)o(H®s)o(A®A) y F =(f®u o Ausen,

donde s: H® A — A ® H es una transposicion, p es una funcién de H ® A en A, H ®° H es la
codlgebra de la Observacion 1.15y f es una funcién de H? en A. En la Seccién 3 determinamos las
hipédtesis que debe satisfacer y para que exista p, y probamos que y es una aplicacion torcida si y
s6lo si p satisface las primeras tres condiciones de la Observacion 2.45. En esta seccién asumimos
que p es una s-accion débil y que y satisface la igualdad

X=@pe®H)o(H®s)o(AR®A),

y estudiamos las relaciones entre ¥ y f. Comenzamos determinando las condiciones que debe
satisfacer # para que exista la aplicacion f. Observemos que en ese caso f estd univocamente
determinada por la féormula f = (A ® €) o . En un paso posterior, estableceremos las condiciones
necesarias y suficientes sobre f para que ¥ sea un cociclo normal que satisface la condicion de
mddulo torcido respecto de y.

Proposicion 2.71. Dada una aplicacion ¥ : H® H - A® H, existe f: H® H — A tal que
F = O o Anen
siy solo si (F ®u) o Agygeg = (A®Ag) o F.
DEmosTRACION. La dejamos como ejercicio para el lector. O
DEerNicION 2.72. Decimos que f: H® H — A es una aplicacion normal si
fA®x)=f(x®1)=€(x) paratodo x € H,

y que es un cociclo que satisface la condicién de médulo torcido si se cumplen las igualdades de
la Figura 29. Mds precisamente, la primer igualdad es la condicion de cociclo y la segunda es la

B9 g1

Ficura 29

de modulo torcido. Finalmente, diremos que f es compatible con s si es una aplicacion en By. En
otras palabras, si
(f®H)o(H®c)o(c®H)=s0(H® f).

Sea f: H> — A una funciény ¥ : H® H — A ® H la aplicacién
F = ®u o Apgen.
Es evidente que ¥ es una aplicacién en By siy solo si f es compatible con s.
45



6 Cociclos normales y productos cruzados Productos cruzados trenzados

TeorREMA 2.73. Sean f: H* — A una aplicacion y F la funcion
F = ®u o Apgen-

Asumamos que f es compatible con s. Entonces F es un cociclo normal que satisface la condicion
de modulo torcido si y sélo si f también lo es.

DemosTrACION. Claramente ¥ es normal si y s6lo si f lo es. Las Figuras 30 y 31, que prueban

Ficura 30
r\ N\
7= - NalE
O
FiGura 31

la equivalencia entre las condiciones de cociclo, valen por la compatibilidad de f con s, el hecho
de que

Aop=ueuoHOc®H)o(A®A),
la compatibilidad de u con ¢ y el Corolario 2.26. Para completar la demostracion, resta mostrar
que ¥ satisface la condicién de médulo torcido si y sélo si f lo hace. Esto resulta evidente por

las Figuras 32 y 33. Ambas son verdaderas por la segunda férmula de la Proposicién 2.48 y el
Corolario 2.26. m]
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.

1@
@
L

Sea H una bidlgebra trenzada, A un algebra, s una transposicién de H sobre A,
p:H®A — A

una s-accién débil, y la aplicacién torcida asociada a p, f: H> — A un cociclo normal compatible
con s que satisface la condicién de médulo torcido y

F:HH —AQH

FiGura 33

la aplicacion 7 = (f @ w) o Aggen-

DEerNnicioN 2.74. El producto cruzado asociado con (s, p, f) es el dlgebra A#¢H, formada a
partir de y y ¥ en la Definicion 1.1.

OBSERVACION 2.75. Por los Teoremas 1.3, 2.47 y 2.73, sabemos que A#¢H es asociativa y
unitaria.

Ahora consideramos varios ejemplos de productos cruzados construidos a partir de datos que
satisfacen las condiciones de la Definicion 2.74

EsempLo 2.76. Cuando H es un dlgebra de Hopf estdndar y s es el flip, la Definicion 2.74 da
el producto cruzado cldsico introducido en [3] y [14]. Cuando H es un dlgebra de Hopf en una
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categoria trenzada C cuya categoria monoidal subyacente es la categoria de espacios vectoriales
vy s es la trenza de C, obtenemos el dlgebra de productos cruzados subyacente a los productos
cruzados de bidlgebras considerados en [24)].

Ejempro 2.77. Supongamos que f es trivial (es decir, f(h® ) = e(h)e(l) para todo h,l € H).
Entonces f es automdticamente un cociclo normal y la condicion de médulo torcido vale si
y solo si p es una s-accion. De aqui se deduce que los productos cruzados con f trivial son
los productos semidirectos introducidos en la Seccion 3. En [17] se muestra que las extensio-
nes de Ore Alx,,0], con a: A — A un homomorfismoy 6: A — A un a-derivacion tal que
a@od = 6o, son productos semidirectos en este sentido. Otro ejemplo es el dlgebra de ope-
radores diferenciales D, (X, %)(p,q € k\{0}), que es el dlgebra generada por las variables

xl,...,xr,...,%,...,%ylasrelaciones
. 0 0 0 .
XjX; = qX;iXj sii< j, (’3_x]('3_x, :qa_xia_xj sii< j,
0 1. 0 L 0
a—xjx,':q xiﬁ_xj sii< j, a_mxi:pxié_)ci+1’
0 Cel
a—xjx,-=qx,-a—xj sii> j.

Sea s la transposicion de kq[aix] sobre k,[X] considerada en el Ejemplo 2.10, y parai < j < r,
sea 65.[’ ) ky[X] — Kq¢[X] la aplicacion definida por:

SO ey = 14T Iy i > 0,
R [ ifn; =0.

donde [n], =1+p+-- - p"~\. Es facil ver que la formula
0
pl—®P) =6(P)
ox j J
define una s-accion de kq[aix] sobre ky[X], y que D (X, aix) es isomorfo al producto semidirecto

construido a partir de estos datos.

Esempro 2.78. Supongamos que p es la s-accion trivial p(h®a) = e(h)a. Entonces la condicion
de modulo torcido se satisface si 'y solo si

po(A® flo(s®@H)o(H®s)=po(f®@A).
Ast, si se cumple esta igualdad y f es un cociclo normal compatible con s (para la accion trivial),
entonces A#¢H es el producto cruzado, que denotaremos A‘}[H 1. Si f también es trivial, entonces
A*[H] := A;.[H] coincide con A ®, H.
EjempLo 2.79. Sea G un grupo finitamente generado, A una k-dlgebra y
s: k[G]®A - AQK[G]

una transposicion. Por el Teorema 2.19 sabemos que si G es finitamente generado, entonces existe
una Aut(G)°P-graduacion A = @&Aut(a) Ay sobre A tal que s(x® a) = a® {(x) para todo a € A;.

Es fdcil verificar que una aplicacion g ® a — g - a es una s-accion débil de k|G] sobre A (una
s-accion si es asociativa) si 'y solo si

1. x-(ab) = (x-a){(x)-b)sia€ Ay y x € G,
2. x-1=1, para todo x € G,
3. 1-a=a, paratodo a € A,
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4. x-a €Ay paratodo x € G,a € Ay,

y que una aplicacion f: k|G] @ k[G] — A es un cociclo normal compatible con s que satisface la
condicion de modulo torcido si 'y solo si

1. Im f C Ajq,
2. fx®1) = f(1®x) =1, para todo x € G,
3. xfR®2)f(x®yz) = fF(x®y)f(xy ® 2), para todo x,y,z € G,
4. (x-(y-a)fE(x)® L) = f(x@y)((xy) - ), para todo x,y € G,a € A,.
La multiplicacion del producto cruzado A#¢k[G), construido a partir de esos datos, estd dada por
(a#x)(b#ty) = a(x - b) f({(x) @ y)#{(x)y, sibe A, (6.12)

El grupo de automorfismos Aut(G) actiia sobre G°° via { - x = {(x). Consideremos el producto
semidirecto G = Aut(G). De la igualdad (6.12) se deduce inmediatamente que A# k|G| es un
dlgebra (G°P =< Aut(G))°P-graduada, donde A; ® x es la componente homogénea de grado (x, ).

Finalizaremos esta secciéon mostrando que si f es inversible para la convolucién, entonces la
aplicacion s estd univocamente determinada.

TroreEMA 2.80. Sea H un dlgebra de Hopf trenzada, A un dlgebra,
Y-H®A—>A®H

una aplicacion torcida y
F:H®H —>AQH

un cociclo normal que satisface la condicion de médulo torcido. Si existen una aplicacion
st H®A —A®H
compatible con la estructura de codlgebra de H, una aplicacion
p: HRA — A
tal que p(1 ® a) = a para todo a € A, y una aplicacion
fiHQ H— A,
inversible respecto de la convolucion, tales que
x=pE®H)o(H®s)o(A®A) vy F =(f®uoAygen,
entonces

p=A®eoy,
f=(A®€)oF

s=(WPeH)o(f'®ARfOH) o (HOH®Y®A) o (HRc®A® H)
c(A®H®A®H)o(S®H®))o (A’®A).
DEemosTrACION. Es claro que f = (A ® €) o F, y usando la compatibilidad de s con € es fécil
ver que p = (A®e€) o y. Resta probar la asercién sobre s, Por la compatibilidad de s con A valen las
igualdades de la Figura 34. Usando esto, la condicién de médulo torcido de 7, el Corolario 2.26 y

el hecho de que p(1 ®a) = a® 1 para todo a € A, se deduce que también valen las de la Figura 35,
lo que muestra que la férmula de s es verdadera. O
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SeS(e e

7. Caracterizaciones intrinsecas

Sea H un dlgebra de Hopf trenzada. En esta seccién adaptamos a nuestro contexto las nociones
de H-extensiones normales, cleft y H-Galois y probamos que la caracterizacién de productos
cruzados A#¢H con cociclo inversible por convolucion como una extension normal H-Galois y
como una extension cleft siguen siendo vdlidas en nuestro contexto.
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TrorREMA 2.81. Sean R un dlgebra, C una codlgebra y Endg(R ® C) la k-dlgebra de todos los
endomorfismos R-lineales a izquierda y C-colineales a derecha de R ® C. La aplicacion

TS : Homy(C,R) — End$(R® C),

dada por Tlg(g)(r ® ¢) = rglcq)) ® c2), es un antiisomorfismo de dlgebras (aqui Homy(C, R) es
considerado como un dlgebra via el producto de convolucion y Endlg(R ® C) es considerado como
un dlgebra via la composicion de endomorfismos). La aplicacion inversa de Tg estd dada por

(T () = R®e) 0 g(c) = (R®e) 0 g(1®0).

DEerINICION 2.82. Sea H un dlgebra de Hopf trenzada, (B, s) un H-comodulo algebra a derecha
yi: A — B un morfismo inyectivo de dlgebras. Decimos que (i: A — B, s) es una H-extension
de A si i(A) = B!, Sea (i': A — B',s') otra H-extension de A. Decimos que (i: A < B, s) e
(i": A — B, s') son equivalentes si existe un isomorfismo de H-comddulo algebras

f: (Ba S) — (B,’ S,)a
que también es un morfismo de A-modulos a izquierda.

ProposiciOn 2.83. Sean s una transposicion de H sobre A, p: H® A — A una s-accion y
f: H*> — A un cociclo normal compatible con s que satisface la condicién de médulo torcido.
Sea A#¢H el producto cruzado asociado con (s, p, f). La aplicacion’s := (A® c) o (s ® H) es una
transposicion de H sobre A#¢H.

ProposicION 2.84. El par (A#¢H,’s) es un H-comddulo dlgebra via v :== A ® A. Ademds (A —

A#¢H,’s) es una H-extension y la funcion
¥t (H.o) = (A#H,S),
dada por y(h) = 1#h, es un morfismo de H-comodulos.

DEerinicION 2.85. Una H-extension (i: A <— B, s) de A es cleft si hay un morfismo de H-
comodulos y: (H,c) — (B, s), que es inversible bajo convolucion; es H-Galois si la aplicacion
Be: B®4s B —» B® H definida por B(b ® b’) = (b ® 1)v(b’), donde v denota la coaccion de B,
es biyectiva, y tiene la propiedad de la base normal si existe un isomorfismo A-lineal a izquierda
de H-comddulos a derecha ¢: (A ® H,54) — (B, s), donde la coaccion de A® Hes A® Ay

5A = (A®c)o (sqa ®H), siendo sa: H® A — A ® H la transposicion inducida por s (véase la
Observacion 2.34).

Seay: (H,c) — (B, s) una aplicacion cleft. Para & € H escribamos

sty ' ()= > v &

Como s(h ® y(1)) = y(1) ® h, es cierto que
Yy (D@ h = 1#h = s(he 1) = sthey(y™ (1)) = ) ¥y ®

Por lo tanto,
sth@y ' () =y (D @h.
Usando este hecho se comprueba inmediatamente que 9’ := y(1)~'y es una aplicacién cleft que
satisface que y'(1) = 1.
Si (A — B, s) es una H-extensioén con una base normal
¢: (A® H,54) — (B, 5)

que satisface ¢(1 ® 1) = 1, entonces B es isomorfo via ¢ al producto cruzado A#¢H construido a
partir de
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- la transposicién s, : H® A - A — H inducida por s,
- la s4-accién débil p(h® a) = (A® €) 0 ¢~ (¢(1 @ H)p(a ® 1)), y
- elcociclo f(h®1) = (A®¢€) o ¢ (¢p(1 @ h)p(1 ®1)).

En efecto, argumentando como en la Seccién 3 de [27] se ve que la multiplicacion a4 H de A®H,
obtenida transportando la multiplicacién de B a través de ¢!, tiene la forma
Has = (W@ H) o (u®F) 0 (A®x ®A),
donde
X=pe®H)o(H®sp)o(A®A) y F =(f®uoAng.H-
Por los Teoremas 1.3 y 2.47 sabemos que p satisface las primeras tres condiciones de la Observa-
cién 2.45. Usando que
5;12 H®A#fH — A#fH@H
es compatible con pa4, 1, se comprueba facilmente que también satisface la cuarta condicion de di-
cha observacién, y que el cociclo f es compatible con s4. Finalmente, por los Teoremas 1.3y 2.73,

sabemos que f es un cociclo normal que satisface la condicién de médulo torcido. Reciprocamen-
te, es claro que cada producto cruzado es una H-extensién que tiene una base normal.

Lema 2.86. Sean H un dlgebra de Hopf trenzada e (i: A — B, s) una H-extension cleft, con
funcion cleft y. La funcion f: H® A — B, definida por

fi=upoup®B)o(y®i®y )o(H®ss) o (A®A)
toma valores en i(A).
DEMOSTRACION. Sea 1X: X — X ® k la aplicacién canénica. Probaremos que
vof=(femo(He).
Un célculo directo muestra que
vof=vougo(up®B)o(y®i®y )o(H®ss) o (A®A)
= (up® ) o B®s®H) o (v®V) o (up ® B) o (y®i®y ) o (H®54) 0 (A®A)
= (up®pn) o (Up® s® H) o (B®s®V) 0o (v®i®y ) o(y®ss) o (A A)
= (up® ) o (up® s®@H) o (y®io sy ®@voy )o(A®ss) o (A®A)
= (up®up) o (BOs®H)o(ug®H®voy H)o(BRI®A)o(y®ss)o(A®A)
=up®H)o(up®L)o (BRI®H)o(y®sa)o(A®A),
donde
L:= (B®,uH)0(s®H)o(H®voy_1)0A.
Dado que, por [17, Lemma 10.7(2)],
L=B®uy)o(s®H)o(HRy '®S)o(H®coA)oA
="' ®um o (c®S)o(H@) o (HBA) 0 A
=0 @um o (c®S)o(H@) o (ARH) 0 A
=(y '®H)oco(uy®H)o(H®S ®H) o (A® H) o A
=()/_1®H)oc0(noe®H)oA
=y ®n,
tenemos que
vof=(up®H)o(Boy ' @noupel)oBei®H)o(y®sy)o(A®A) = (fn)o(He ),
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tal como se deseaba. m]

TreorEMA 2.87. Sea H un dlgebra de Hopf trenzada y (A — B, s) una H-extension. Las si-
guientes afirmaciones son equivalentes:

1. (A — B, s) es cleft.
2. (A = B, s) es H-Galois con una base normal.

3. Existe un isomorfismo (B,s) — (A#7H,’s), donde A#¢H es un producto cruzado cuyo
cociclo f: H®" H — A es inversible bajo convolucion.

Ademds, siy es una funcion cleft de (i, s) con y(1y) = 1p, entonces

4. La aplicacion ¢: (A ® H,55) — (B, s), definida por ¢(a ® h) := i(a)y(h), es una base
normal de B.

5. La accion débil p y el cociclo o estdn dados por

p=ppoug®B)o(y®i®y Ho(H®s4)o0(A®A) (7.13)

o =pgo(up®y o (y®y®um) o Augen. (7.14)

DemosTRACION. 1) & 2) Supongamos que y: (H,c) — (B, s) una aplicacion cleft. Entonces
voy = (y® H) o A es una aplicacion inversible por convolucién, puesto que v: B — B®; H es un
morfismo de dlgebras. Ademas, para todo b € b,

Tg&H(V o Y)((bwyy (b)) ® b)) = Tg& y(vo )/)(Tg& L0y (b)) ® bary)
= by~ (ba))y(b@) ® bz) ® b
= Tg@.yH((V ®H)o A)(b(on/_1 (b)) ® 1 ® by)).

Aplicando (B® H® €) o (Tg ) H)‘l(v o y) a esta igualdad obtenemos que

X
v(boyy ™ (bay) = boyy ' (bay) ® 1.

De modo que la funcién ¢: (A ® H, 54) — (B, s), dada por ¢(a ® h) = ay(h), es una base normal
porque la correspondencia b +— b)Yy~ (b)) ® b(z) es una funcién bien definida de Ben A® H'y
es la inversa de ¢ respecto de la composicién. Esto prueba que vale el item 4). Sea

a: B®H —- B®4 B

la aplicacién definida por @ := B®,4 y. Paracada b € By h € H tenemos que
Bs o a(b®h) = Ba(b ®y(h) = by(ha)) ® hy = T5 (y)(b ® h). (7.15)
Asi, fpoa = Tg (y). Por lo tanto Sp es un isomorfismo, dado que Tg (y) y @ lo son. Asumamos
ahora que (A — B, s) es H-Galois con una base normal, y que
¢: (A® H,55) — (B, s)

es una base normal. Sea y: (H,c) — (B, s) la aplicacién definida por y(h) = ¢(1 ® h) y sea

a: B H — B®4 B

como en el parrafo anterior. Luego la igualdad (7.15) vale. Como S o @ es una aplicacién bi-
yectiva y Tg es un antiisomorfismo de dlgebras, esto muestra que y es inversible respecto de la
convolucién.

2) = 3) Sea ¢: (A® H,54) — (B, s) una base normal de (A — B, s). Por la equivalencia
entre los items (1) y (2) y los comentarios que siguen a la Definicién 2.85, podemos asumir que
¢(1 ®1) = 1 (simplemente tomemos ¢(a ® h) = ay(h), donde y: (H,c) — (B, s) es una aplicacién
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cleft que satisface que y(1) = 1), que (B, s) es un producto cruzado y que la aplicacién y es la
inclusién i — 1#h. Para todo a#h € A#H vale que

Bs(B®Y)a®h® 1) = (a#h)(1#1) ® l2) = (A®By) o THEH(f)a® h®1).

Dado que Spo(B®1vy) y Su son aplicaciones biyectivas y Tf ®H es un antiisomorfismo de dlgebras,
se concluye que f es inversible respecto de la convolucién.

3) = 1) Podemos asumir que (B, s) = (A#/H, 54) para algin producto cruzado A#,H con
cociclo inversible respecto de la convolucién. Sea

y: H— A#;H
la funcion y(h) := 1#h. Para todo a#h € A#yH y todo ] € H,
T};;/ HN@®h®1) = (a#h)(1#11) ® Loy = (A® Br) o THEH(fa® h® ).

Como (A ® ) o THH(f) es biyectiva y TZ#,- 4 €s un antiisomorfismo de dlgebras, concluimos

que 7y es inversible respecto de la convolucién.
Resta probar el item (5). Por el item (4), los comentarios debajo de [17, Definition 10.5] y la
prueba del Teorema 10.6 de [17], sabemos que ¢ es biyectiva, que

¢~ (b) = boyy ' (ba1)) ® b,
y que las aplicaciones p: H® A - Ay o: H® H — A estan dadas por
p(h®a):=(A®e) o¢” (yh)i@) y ohel):=Ae€) ¢ (yhyd).

Debemos comprobar que p y o satisfacen (7.13) y (7.14), respectivamente. Sea f como en el
Lema 2.86. Puesto que

upo(y®i)=upo(up®mnpoe€)o(BRI®H)o(y®s4)0(A®A)
=upo(BOup)o(B®Y ' ®y)o(up®A) o (B®I®H) o (y®ss) 0 (A®A)
=upo(up®up)o (Y®i®y ' ®y)o (H®sa®H)o (A®sa)o(A®A)
=upo(f®y)o(H®sa)o(AR®A),
y por el Lema 2.86, sabemos que up o (f ® y) = ¢ o (i' o f ® H), tenemos
p=(A®€) o¢ ougo(y®i
=(A®e) o ougo(f@y)o(HRsa)o (A®A)
=A®e) oo f®H)o(H®s4)o (A®A)
=ugo(up®B)o(y®i®y ) o (H®sp) 0 (A®A).

Finalmente,
c=(A®e)o¢  ougo(y®y)
=upo(B®y Novougo(y®y)
=ppo (B®Y ) o (up®un) o (B®s®@B) o (v@v) o (y®7Y)
= up o (up®y ") o (y®y ® un) © Arisrn,
como deseamos. O

Sea A#;H un producto cruzado con cociclo normal inversible respecto de la convolucién.
Sea y: H — A#H la aplicacion cleft 7 — 1#h. La funcién y o u es inversible respecto de la
convolucién, puesto que y loes y u: H ® H — H es un morfismo de codlgebras. Ademads,

(yow ™ =y"op
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Por otro lado, es facil ver que

fag © (Y®Y) = (f® 1y) + (™' o p).
Por lo tanto,

f®ln = (an o (Y®Y) * (v ' o p). (7.16)
Esto da una férmula para f en términos de y. Ahora obtendremos una férmula para la inversa de
v respecto de la convolucién. En la demostracion del Teorema 2.87 vimos que

Y= a0 (T 0 (A 7).

donde f~! denota la inversa respecto de la convolucién de f: H®° H — A. Realizando las cuentas
correspondientes, es posible comprobar que

y ) =(F'eH) o (S®H®S) o (H®c)o (c®H) o (A® H) o A(h).

Lema 2.88. Sea (A — B, s) una H-extension con aplicacion cleft y: (H,c) — (B, s). Si S es
biyectiva, entonces

1. Hey Hocl=so(y ' ® H).
2.voy l=@1®8)ocoA, donde v es la coaccion de B.
DemosTrACION. (1) Es suficiente probar que
s o (H®y_1) = (y_1 ® H)oc.
La Figura 36, que vale porque

FiGura 36

(y®S)oc=50(S®7%)

y por la compatibilidad de s con uy y up, muestra que s o (S ® y~!) es una inversa a derecha de

so(H®y): H®“H — B®; H
respecto de la convolucién. De modo similar podemos verificar que (y~' ® S) o ¢ es una inversa a
izquierda de

(y®H)oc: H®*H— B®; H
respecto de la convolucién. Como s o (H ® y) = (y ® H) o ¢, esto implica que

soS®y H=@wles)oc.
La primera afirmacién se sigue inmediatamente de este hecho.
(2) Como v: B — B®, H es un morfismo de dlgebras, v o y~! es la inversa de
voy=(y®H)oA.
Ademéds, por la Figura 37, cuyas igualdades valen debido al item (1) del presente lema, la coaso-
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Vo

Ficura 37

ciatividad de A y la compatibilidad de ¢ con A y €, sabemos que (y~' ® §) o c o A es una inversa a
derecha de v o y. Por lo tanto

(7_1®S)oc0A = voy_l,
€Omo queremos. O

A continuacién generalizaremos el resultado obtenido en la Proposicién 2.54.

Proprosicion 2.89. Sea H un dlgebra de Hopf trenzada, s una transposicion de H sobre A,
p: H® A — A una s-accion débil y f: H> — A un cociclo normal compatible con s que satisface
la condicion de médulo torcido. Consideremos el producto cruzado B := A#yH, construido a
partirde (s,p, f). Si S es biyectivay f es inversible respecto de la convolucion, entonces B ~ H®A
como A-mddulos a derecha.

DEMOSTRACION. Sean
sp: H®B— B®H y 73: H®B— B®H
la transposicion sp := (AQ®c) o (s® h) y el flip, respectivamente. Por la Proposicién 2.38 sabemos

que (B°P, sgl) es un H.’-comédulo 4lgebra con coacciéon v = 7p o s;l oy,donde v = A®A.

Afirmamos que (B°P)*°H = A°_Es claro que AP C (B°P)°#_ Dado que
B=(A®k @®(A®Kere),

para verificar que vale la inclusién contraria serd suficiente probar que
(B®)°H N (A®Kere) = 0.

Usando que

Tos'=(A®e®H)ov,
se ve inmediatamente que 7o s~ y A®ny o € coinciden en (B°?)°#, Por lo tanto la funcién 7o s~
se anula en

1

(BP)°H N (A @ Kere).
es una aplicacion inyectiva,
(B®)°H N (A®Kere) = 0.

En consecuencia, como 7 o s~

Asi, (A% < B, s3!) es una H,"-extensién de A°P. Sea
y: (H,c) — (B,s)

la aplicacién definida por y(h) := 1#h. Por el Teorema 2.87 sabemos que y es un morfismo de
H-comédulos a derecha inversible respecto de la convolucién. Denotemos con S a la inversa de S
respecto de la composicion. Las igualdades

pBopo(y‘lo§®yo§)oAl;;gp:,uBO(yOS®y_10§)oc_IOA
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=ppo(y®y HoAoS
:nBOE

_ G . . . G cO . .
muestran que y~! o S es una inversa a izquierda de y o S : H."® — B°P respecto de la convolucién.

Anélogamente, y~! o S es también una inversa a derecha de y o §. Ademds, por el item (1) del
Lema 2.88 y el hecho de que

(S@H)OTOC_IOT:TOC_IOT(H®§),

valen las igualdades
(yoS®@H)ot '=(yoS®H)otoc o7
=1p0(y®@H)otoc 'oTo(H®S)

=TB°SI_;1 otpo(H®vyoS)
= szl o (H®yoS).
Finalmente, por el Lema 2.88 y el hecho de que
Toc! o(S®H)=(S ®H)OTOC_1,

es verdad que

f/oy_l oS’ :TBosélovoy_]oS

=Tgos 1o('y_ltg)S)ocoAOS

B

—tgoslo(y ®8)o(S®S)oA

:‘rBosB1 o('y_1 o§®H)oA
=(y'oS®H)otoc oA
=(y oS ®@H)oA .
Asi, (AP «— B°P, ;;‘;1) es cleft via
y oS (P E) — (B, 5)).
Consecuentemente, por el Teorema 2.87, la aplicacion
b: AP © H® —> B,

dada por ¢(a ® h) = a(y‘1 o S(h)), es un isomorfismo de A°°-médulos a izquierda. Esto implica
que H® A ~ B como A-médulos a derecha, via h® a — y~! o §(h)a. O

8. Teorema de Maschke

En [21] el teorema cldsico de Maschke sobre la semisimplicidad de las dlgebras de grupos
fue extendido a las dlgebras de Hopf. Una k-4lgebra de Hopf de dimension finita es semisimple
si y sélo si e(x) # 0 para una integral a izquierda x de H. La demostracion sigue un argumento
similar al utilizado en la prueba cldsica de Maschke. Utilizando una extensién de este argumento,
en [7, Teorema 4] se prob6é que si A y H son semisimples y artinianos, entonces el producto
apareado A#H también lo es. En [4] este teorema fue generalizado a productos cruzados en el
sentido de [3], con cociclo inversible. Sea ahora H un algebra de Hopf trenzaday s: H®A — AQH
una transposicion. En esta seccién mostraremos que el teorema de Maschke sigue siendo valido
para productos cruzados A#¢H construidos a partir de una s-accion débil A®a — h-ay un cociclo
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f, inversible respecto de la convolucién, que es compatible con s. Esto generaliza el Teorema 5.1
de [17], donde el caso considerado era aquel en el que H es un dlgebra de Hopf estandar.

TreoreMA 2.90. Sea H un dlgebra de Hopf semisimple, s una transposicion de H sobre A,
h®a — h-auna s-accién débil de H sobre Ay f: H> — A un cociclo normal compatible con s
que satisface la condicion de modulo torcido. Sea A#¢H el producto cruzado construido a partir
de esos datos. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1. Si 'V es un A#yH-mddulo a izquierda y W C V es un submddulo que tiene complemento
en la categoria de A-mddulos, entonces W tiene complemento en la categoria de A#H-
modulos.

2. Si A es artiniana 'y semisimple, entonces también lo es A#¢H.

DEemosTrACION. Claramente (1) implica (2). Para probar (1), consideremos una proyeccién A-
lineal 7: V — Wy elijamos f € f}; con €(f) = 1. Sea7: V — W la aplicacion definida por

() = >y ta)a(y(iey)v) paratodove V,
)

dondey: H — A#/H eslaaplicacion definida por y(h) = 1#h. Es evidente que 7 es una proyeccion
de V sobre W. Debemos ver que 7 es A-lineal y H-lineal. La primera afirmacién fue probada en
[17, Teorema 5.1]. Veamos que la segunda también se cumple. Afirmamos que valen las igualdades
de la Figura 38. En efecto, la primera se sigue de la definicién de 7 y del hecho de que V es un
A#¢H-mddulo a izquierda, la segunda de la definicion de la multiplicacion de A#¢H, la tercera del
hecho de que 7 es A-lineal, la cuarta se sigue de (7.16) y del hecho de que V es un A#yH-mddulo,
la quinta se sigue de la coasociatividad de A, y la sexta del hecho de que ¢ es compatible con la
comultiplicacion. Por otro lado, por el Corolario 1.24 y el comentario que sigue al Teorema 1.28,

(Houu)o(H®Apgeg) o (c®H)o (HRA)tQh) = h(l) ® A(lh(z))
= h(1) ® A(I‘E(h(z)))
=h®A().

Combinando estos dos hechos obtenemos que 7(y(h)v) = y(h)y‘l(t(l))n(yt(z)v) = y(h)a(v) para
todo h € H,v € V, tal como se deseaba. m|

9. Equivalencia de productos cruzados

El propésito de esta seccion es dar condiciones necesarias y suficientes para que dos productos
cruzados sean equivalentes. Como corolario obtendremos que un producto cruzado A#yH es equi-
valente a uno de la forma A}[H] si y sélo si la accién es interna (véase la Definicién 2.95). Serd
conveniente trabajar en un contexto mds general, permitiendo que A#yH no sea necesariamente
un élgebra asociativa.

Fijemos una k-dlgebra asociativa con unidad A y una bidlgebra trenzada H. Sean

- s una transposicién de H sobre A,

- p: H®A — A una aplicacién que satisface las condiciones (2), (3) y (4) de la Observa-
cién 2.45,y

- f: H> = A una aplicacién normal compatible con s.

Sea A#H la k-dlgebra unitaria (no necesariamente asociativa) construida en la Definicion 2.74 a
partir de la terna (s, p, f). Afirmamos que
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kt H V kt H V

kt H 'V

| ®O®

FiGura 38

1. La aplicacién
§=(A®c)o(s®H): HRA#/H — A#fH® H
satisface las propiedades requeridas en la Definicién 2.2,
2. A#;H es un H-comédulo a derecha via
A®A: A#/H — A#fH® H
y (A#pH)H = A,

3. La funcion
AQA: A#sH — A#H ®; H
es un morfismo de dlgebras unitarias, donde A#yH®; H es A#yH®H con la multiplicacién
torcida por §,
4. A®A: (A#fH,§) — (A#7H, §) ® (H, ¢) es una aplicacion en By.

En efecto, es ficil ver que en las demostraciones de las Proposiciones 2.83 y 2.84 no se utiliza
la asociatividad de A#¢H. Asi, tiene sentido decir que (A#7H, §) es un H-comoédulo algebra no
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necesariamente asociativa, y que (A C A#¢H, §) es una H-extension de A. Finalmente, la nocion
de morfismo de H-comddulo dlgebras unitarias es idéntica a la dada en el caso asociativo.

DErINICION 2.91. Fijemos un dlgebra de Hopf H y un dlgebra A. Sean (s,p, f) y (s',0", )
ternas como la considerada arriba, y sean (A C A#;H,8) y (A C A#pH,s') las H-extensiones
asociadas a (s,p, f) y (s',p’, f’). Diremos que (A C A#;H,3) y (A C A#pH, ') son equivalen-
tes si existe un isomorfismo de H-comddulo dlgebras g: (A#;H,5) — (A#pH, sA’) que es una
aplicacion A-lineal a izquierda.

OBSERVACION 2.92. Si hay un morfismo A-lineal y H-colineal

g (A#¢H,5) — (At H, §),

entonces s = §'. En efecto, escribamos

s(h®a)=2a,~®h,- y s'(h®a):Za,v®hlv.

i 4

Un cdlculo directo muestra que

Z ar#l @ hy = 5 o (H® g)(h®@atl) = (g® H) o §(h ® a#l) = Z a#l ® hy,

i’ i
donde la primera y la tercera igualdad se siguen del hecho de que g es una aplicacion A-lineal y
g(1#1) = 1#1.

A pesar de esta observacion, seguiremos utilizando las notaciones s y s’ para enfatizar la
diferencia entre §'y s, las cuales no son idénticas como transposiciones, porque los productos de
A#¢H y A#; H son diferentes.

Seag: A® H — A® H una aplicacion A-lineal y H-colineal. Por la definicion de la coaccién
vde A® H, es cierto que

g1®h)=(A®e®H)ovog(l®h)
=(A®e®H)o(g®H)ov(1®h)
= (A®e€)og(1®hw)) ®ho).
Por lo tanto
gla®h) =ag(l ®h) = au(hq)) ®hp)y paratodoac€AyheH,

donde u(h) = (A®€) o g(1 ® h). Esto da una correspondencia biyectiva entre las aplicaciones de H
en A y las aplicaciones A-lineales y H-colineales de A® H en AQ H. Afirmamos que g es biyectiva
si y sélo si u es inversible respecto de la convolucién y que, ademas, en este caso

g (a®h) = au ' (hay)) ® hy paratodoaecAyheH.
En efecto, supongamos que g es inversible. Sea
v(h) = (A®€)og ' (1®h).
Aplicando A ® € a ambos lados de la igualdad
19h=g"og(l®h) =g ' uhy) @ hw) = ulha)v(he) ® ha),

obtenemos que u(h(1))v(h2)) = €(h)1. Un argumento similar muestra que v(h())u(ho)) = e(h)l.
Esto prueba que v es la inversa de u respecto de la convolucién. Es evidente que la afirmacién
reciproca es verdadera.

En el siguiente teorema daremos condiciones necesarias y suficientes sobre u para que g sea
un morfismo de H-comddulo 4lgebras.

60



Productos cruzados trenzados 9 Equivalencia de productos cruzados

TrOREMA 2.93. Sean g y u como en el comentario anterior. La aplicacion g es un morfismo de
H-comddulo dlgebras de (A#¢H, §) en (A#; H, s") si'y solo si

1. u(l) = 1.

2. (u®H)oc=s"o(HQu),

3. po(A®u)yoy =pop)o(A®A),

4. po(A®u)oF =12 o (p®A) o (HRu®u® f’)o(H®c® H?) o (A® H?) o Apgen,

donde y = (p®@H)o (H® s) o (A®A), F = (f ® ) o Apgery y u: A2 — A es la multiplicacion.
Ademds, g es un isomorfismo si 'y solo si u es inversible respecto de la convolucion. En este caso,
p es una s-accion débil y f es un cociclo que satisface la condicion de modulo torcido si y solo si

o'y f lo son.

DEmosTRACION. Asumamos que g es un morfismo de H-comddulo dlgebras. De la igualdad
g(1#1) = 1#1 se sigue que u(1) = 1, y aplicando A ® e ® H a ambos lados de la igualdad

(g®H)o §(h® 1#]) = 5 o (H® g)(h® 1#]), paratodo h,l € H,
deducimos que (#® H) o ¢ = s’ o (H ® u). Ademads, dado que
g(L#h)(a#1) = g(1#h)gal) y  g(1#)(1#D) = g(1#h)g(1#])

paratodoa € Ay h,l € H, valen las igualdades de la Figura 39; aplicandoles A ® €, obtenemos la

hron T

Ficura 39

condicién (3) y vemos que
Uo(A@u) oF =puou® fl)o(AY' H) o (u®H®uQ® H)o (A®A), 9.17)
donde y' = (0’ @ H) o (H® 5") o (A® A).

Reciprocamente, supongamos que las condiciones (1)-(3) y (9.17) se satisfacen. Por la condi-
cidén (1) sabemos que g(1#1) = 1#1 y a partir de la condicion (2) se deduce facilmente que

(g®H)os=5s o(H®g).

Sean
=, W=y =y

Por la compatibilidad de s con la comultiplicacion, la coasociatividad de A y la condicién (3), sabe-
mos que valen las igualdades de la Figura 40, y usando la coasociatividad de A, la compatibilidad
de ¢ con s y con la comultiplicacidn, las condiciones (2) y (4’) y el hecho de que

Aopu=ueuo(HRc®H)o(A®A),

se ve que también valen las de la Figura 41. Usando estos hechos, la asociatividad de p4 y la com-
patibilidad de y’ con py4, obtenemos la Figura 42, la cual demuestra que g preserva la multiplica-
cién. Dado que los miembros izquierdos de las igualdades (4) y (4’) son idénticos, para finalizar
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Figura 40

la prueba de la primera afirmacion es suficiente verificar que si se satisfacen las condiciones (1)-
(3), entonces los miembros derechos de (4) y (4’) son iguales. Esto se demuestra en la Figura 43,
cuyas igualdades valen debido a la coasociatividad de A y a las condiciones (2) y (3). Ademas los
comentarios anteriores al enunciado del teorema muestra que g es un isomorfismo si y sélo si u
es inversible respecto de la convolucién. La ultima afirmacion se sigue de los Teoremas 1.3, 2.47
y 2.73 y del hecho de que A#¢H es asociativa si 'y solo si A#p H lo es. O

CoroLariO 2.94. Sean p,p’, f, . x,F,g y u como en el Teorema 2.93. Asumamos que u es
inversible respecto de la convolucion, u(1) = 1, u® H)oc = s’ o (H® u) y que p es una s-accion
débil. Entonces g es una equivalencia entre (A#t¢H, §) y (A#; H, sA’) si y solo si

L p =pou®uou ' ®y)o(A®A),
2. =1 o(AQp@wo(u ' @HRu '®AQu) o (A®H®F) o Ayscn.

DemosTrACION. Es evidente que al ser u inversible respecto de la convolucion, el item (3) del
Teorema 2.93 y el item (1) de este corolario son equivalentes. Por lo tanto, solamente necesitamos
verificar que lo son el item (4) del teorema mencionado y el item (2) del corolario. Como el
miembro derecho de la igualdad del item (4) del teorema previo es el producto por convolucién de
po(p®A)o(Hou®u)o(H®c)o(AQ®H) con ' en Homy(H ®° H, A), para lograr esto es suficiente
probar que la primera aplicacién es inversible a izquierda para la convolucién en Homy(H ®° H, A)
con inversa g o (A®p) o (u™' ® H® u~') o (A ® H). Esto se demuestra en la Figura 44, cuyas
igualdades valen debido a la coasociatividad de A, la compatibilidad de A con ¢, el hecho de que
u®H)oc = s o(H®u), la coasociatividad de u4 y los items (1) y (2) de la Observacion 2.45. O

DEFINICION 2.95. Una s-accion débil p: H® A — A es interna si existe una aplicacion inver-
sible respecto de la convolucion u € Homy(H, A), tal que

u®@H)oc=so(HQu) y p :ﬂzO(u®A®u_l)o(H®s)o(A®A), (9.18)
donde u™' denota la inversa de u.
Sea u € Homy(H, A) una aplicacién inversible respecto de la convolucién que satisface
(u®@H)oc=s0o(HQu),
yseag: A® H — A® H la aplicacion A-lineal y H-colineal definida por
gla®h) := au(hq)) ® h).
Por los comentarios previos al Teorema 2.93 y la demostracion de ese teorema,
u®H)oc=so(HRu) < (g®H)os=5o(H®g)
s (@ '®H)os =30 (Ho®g™h
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Ficura 41

=3 (u_1 ®H)oc= SO(H®u_]).
Por lo tanto u~! satisface la igualdad
w'®H)oc=so(H®u").

Usando este hecho es fécil verificar que u define una s-accion débil via la formula 9.18 si y sélo si
u(1) pertenece al centro Z(A) de A.
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Figura 43

DErINICION 2.96. Sean u,v € Homy(H, A) aplicaciones inversibles respecto de la convolucion,
tales que

u®@H)oc=so(HQu), (v®H)oc=so(H®V), u(l)eZA) y v()eZ(A).

Decimos que u es equivalente a v y escribimos u ~ v, si u 'y v inducen la misma s-accion de H
sobre A.

Proposicion 2.97. Sean u,v como en la Definicion 2.96. Entonces se cumple que:

1. u=~w, donde w € Homy(H, A) es la aplicacion h — u(hu(1)~1,
2. u= vsiyso’losi,uf‘ c(v!IQu®A)o(A®A) :,uf‘o(A®v_1®u)0(A®A)os.
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Ficura 44

DemosTrRACION. La dejamos como ejercicio para el lector. O

Proposicion 2.98. Sea s una transposicion de H sobre A, p: H® A — A una s-accion débil

y f: H*> — A una aplicacién. Supongamos que p es interna via u € Homy(H, A). Asumamos que
u(l) =1. Sea f’ € Homy(H?, A) la funcion dada por

fr=ptoA®p@u o ' @heu ' ®AQu) o (A® H®F) o Aysen,

donde F = (f @ u) o Aggen. Entonces f' es un cociclo normal compatible con s que satisface la
condicion de modulo torcido respecto de la accion trivial de H sobre A siy solo si f es un cociclo
normal compatible con s que satisface la condicion de modulo torcido respecto de p. Ademds, en
este caso,

(A#/H,3) = (AL [H],5),
donde s' = s. Reciprocamente, si (A#7H, §) ~ (A{,/H, 37), entonces p es interna.

DemostraciON. Es evidente que f’ es normal si y sélo si f lo es, y un calculo directo prueba
que f’ es compatible con s si y s6lo si f lo es. Las otras afirmaciones se siguen facilmente del
Corolario 2.94. O
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Sea s una transposicion de H sobre A. Supongamos dada una s-accién débil interna de H sobre
A a partir de una aplicacién u € Homy(H, A) con u(1) = 1. La funcién f: H? — A, definida por

fi=@®u®u ou)oApgen,

es un cociclo normal compatible con s que satisface la condicién de médulo torcido. Llamamos a
[ el cociclo interno definido por u. Usando la Proposicion 2.98 obtenemos que A#/H ~ A ®; H.
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Capitulo 3

Elementos de traza 1

Sean H una k-algebra de Hopf de dimension finita y H* la k-dlgebra de Hopf dual de H. Es bien
sabido que tener un H-comodulo a derecha es “lo mismo” que tener un H*-modulo a izquierda.
Entre las nociones de H-comédulo dlgebra a derecha y de H*-mdédulo algebra a izquierda existe
una dualidad similar. Mds generalmente, estos resultados acerca de dualidad también valen para
algebras de Hopf rigidas en una categoria trenzada (ver por ejemplo [31, Proposition 2.7]. Nuestro
principal propdsito en este capitulo es extenderlos al contexto introducido en el Capitulo 2, y
mostrar que muchos de los resultados establecidos en [8] y [7], siguen valiendo en este contexto.

Asumamos que H es una k-dlgebra de Hopf trenzada rigida y escribamos H' := H*°P€0PoPcop_
Primero mostraremos que un par (V, s) es un H-espacio trenzado a izquierda si y sélo si (V, (s~Hh
es un H*-espacio trenzado a izquierda, donde (—)” es el operador definido en los comentarios que
preceden a la Definicion 1.18. Similarmente, mostramos que si A es una k-dlgebra, entonces

st H®A — A®H
es una transposicion si y sélo si
s H ®A— AQH"
lo es. Luego, dada una funcién
v:iV—>V®H,

definimos una funcién p,: H' ® V — V, por
pri=(Veevy)o((s™) ®H)o(H ®v),

y mostramos que (V, s) es H-comoédulo a derecha via v si y sélo si (V, (s~H?) es un H-médulo a
izquierda via p,. Ademds mostramos que si comenzamos con H-algebra trenzada a izquierda (A, s)
en lugar de con un H-espacio trenzado a izquierda (V, s), entonces (A, s) es un H-comddulo dlgebra
a derecha via v si y solo si (4, (s‘l)b) es un H'-médulo dlgebra via p,. Notemos que esto no
funciona si usamos H* en lugar de H', como fue sefialado por Takeuchi en [31, Proposition 2.7].

Sean H una k-adlgebra de Hopf trenzada y (A, s) un H-mddulo dlgebra a izquierda. Hay dos
k-dlgebras asociativas asociadas con (4, s). El anillo de invariantes

M ={acA:h a=eh)a)
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y el producto semidirecto A#H, que es el espacio vectorial A ® H, dotado con la multiplicacién

(atth)(b#]) = Z ahq, - bi#thi,

1

donde }; b; ® h; = s(h ® b) y, como es usual, a#h denota a a ® h. En el Capitulo 2 construimos un
contexto Morita que relaciona las dlgebras A y A#H. Usando los resultados mencionados arriba
establecemos condiciones para que una o ambas de las aplicaciones [—, —] y (—, —) que definen
este contexto sean sobreyectivas, y damos algunas aplicaciones. En particular generalizamos los
Teoremas 1.2y 1.2° de [8] y los Teoremas 1.8, 1.11 y 1.15 de [7].

1. Definicion y propiedades basicas de H'

DErINICION 3.1. Para cada bidlgebra trenzada rigida H, denotamos con H' a la bidlgebra
trenzada H' := (H*)°P PP 0P,

OBSERVACION 3.2. Notemos que la multiplicacion y la comultiplicacion de H son como las
descriptas en el Teorema 1.29, pero intercambiando ¢y ¢~'. Escribamos

Cyig ‘= CH*H, Cygt ‘= CHH* Y Cgi = CH*.

Es sencillo verificar que H'" = H*™ y que, si ¢ es involutiva, entonces H' = H*. Finalmente,
cuando H es un dlgebra de Hopf trenzada rigida, S*: H' — H* es un isomorfismo de dlgebras
de Hopf trenzadas y, por el Corolario 1.25,

[

De ahora en mas los simbolos ¢ <— h'y h — ¢ denotaran las acciones estandares a izquierda y
derecha de H sobre H' dadas por

(o = M) = p(hl) y (h — o)(I) = ¢(lh),

respectivamente.

Proposicion 3.3 ([13, Teorema 3.b]). Sean H un dlgebra de Hopf trenzada rigida y ¢ una
integral no nula a izquierda o a derecha de H'. La funcion 9: H — H', definida por 9(h) 1= ¢ —
h, es un isomorfismo de H-médulos a derecha. Andlogamente la funcion & : H — H', definida
por ¥ (h) := h — ¢, es un isomorfismo de H-modulos a izquierda.

CoRrOLARIO 3.4. Dada una integral no nula a izquierda o derecha ¢ of H', existen t € fbl[ y
ue fI; tales que t — ¢ = € y ¢ — u = €. Esto es equivalente a decir que ¢(t) = ¢p(u) = 1.

OBSERVACION 3.5. Sea H una bidlgebra trenzada rigida. La bidlgebra trenzada H' actiia a
izquierda sobre H via

g o> hi= ) hayelhey),  donde Y hoy ® hay, = ¢ () ® hy).

Andlogamente, H' actiia a la derecha sobre H via

hee = Z e(hayDhe);-
i

Componiendo estas acciones con la biyeccién canénica H — H'' recuperamos las acciones
estdndares a izquierda y derecha de H' sobre H''. Asumamos ahora que H es un dlgebra de
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Elementos de traza 1 1 Definicién y propiedades basicas de H'

Hopf trenzada rigida. Entonces, por el Corolario 3.4, para cada integral no nula a izquierda o a

derecha | de H existen l
T e f y Ue f
HT H

tales que T + | = 1yl «» U = 1. Observemos que esto es equivalente a que T(l) = U(l) = 1.
Dado que (H.°®)" = (H*)°P, aplicando este resultado a H." y teniendo en cuenta los resultados
del Corolario 3.4 y la Definicion 3.1, obtenemos que existen

') r
T’ef y U’ef
Ht HY

tales que l(l)T/(l(z)) =1y U’(l(l))l(z) = 1. Como
T'"Hh=1=T0 y Ui =1=U(Q,
vale que T" =Ty U’ = U.

OBSERVACION 3.6. Sean H un dlgebra de Hopf trenzada rigida y a la funcion modular de H.
Para cada h € H, escribimos h* := a v h. Asi que

he = Z h(])ia’(/’l(g)i), donde Z h(z)i ® h(l)i = C_l(h(]) ® hoy).
i i

Del Teorema 1.27 se sigue facilmente que h® = hqya(ho)) y que la aplicacion h — h® es un
automorfismo de dlgebras.

Sean ¢ una integral no nula a izquierda de H, « la funcién modular y g € k el escalar determi-
nado por la igualdad c(t ® f) = gt ® t. Por el Lema 2.67 sabemos que S () = gt1)a(t2)). Aplicando
este resultado a H.* obtenemos que

ST =q7" ) alttoy
i

donde }’; 1), ® t(1); = c‘l(t( 1) ® t(2y). Utilizaremos esta férmula en la demostracion de la siguiente
proposicion.

Proposicion 3.7. Sea H un dlgebra de Hopf trenzada rigida. Si T € fflﬁ yte f[_ll satisfacen
que t = T = €, entonces
T—t=a, T—S"'O=q'e, Toi=1y ToS'®=q¢"l
DEmosTRACION. Para cada h € H se cumple que
(T <= t)(h) = T(th) = a(W)T(t) = a(h).

Esto prueba que vale la primera férmula. Veamos que vale la tercera. Para h € H, sea

AW = " hay; @ hay,.
i

Dado que
Z e(hay )T (hy;) = (@T)(h) = ()T (),

donde ¢T es el producto en H', tenemos que

> hayTlhy) = T,

Porlo tanto T +» ¢t = T(#)1 = 1. Ahora probemos las igualdades segunda y cuarta. Por el comen-
tario que precede a la presente proposicion

TS'0)=q" ) altmy)Tta) =q"@T)0)=TE ') =g 'a(DT® =q7".

1
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2 Relaciones entre las transposiciones de H y de H* Elementos de traza 1

Por lo tanto,
(T — S~ 0)(h) = TS (©)h) = TS~ 1)e(h) = g e(h)
forallhe H,y

o(T = 7' 0) = " oS TS ™ )

= (TS~ (1)
= (DTS (1)
=q (1)
para todo ¢ € H'. De estos hechos se deduce que
T—S'"O=qgle y To»Sl=4¢"1,
como deseamos. O

Sean H un 4lgebra de Hopf trenzada rigida y ¢ una integral no nula a izquierda o a derecha de
H'. Dada una funcién ¢: H — H, denotamos con ¢* la transpuesta de ¢. Sean

ﬁq: H—-H y E: H—->H
los automorfismos de H definidos por f' . := (j‘z])* y flfﬂ_ = (}";fl)*. Usando que

oy = (HOH @evy) o (H® cys ® H) o (coevy ®H' ® H)

ey =(H®H ®evy) o (H® . ® H) o (coevy ®H' ® H),

es ficil probar que i (h® ¢) = ¢ & (FI) (W) y cyrn(@ @ h) = (fj) () & ¢.

2. Relaciones entre las transposiciones de H 'y de H*

Sean H una bidlgebra trenzada rigida y V un H-espacio trenzado a izquierda. Denotemos con

los diagramas
oy MY,

a la evaluacién y la coevaluacién de H, respectivamente. De la definicién de (s~')” se sigue inme-
diatamente que valen las igualdades de la Figura 1.

H\*\VHH*V;I
H V H* H V H*

Ficura 1

Sea H una bidlgebra trenzada rigida, V un espacio vectorial y s: H*®V — V®H"* una funcién
biyectiva. Definimos la aplicacién *(s™'): H® V — V ® H por la igualdad

b(s_l) =(evgocyg-®V®H)o (H® s H)o(H®V® c;IiH o coevy).

Un célculo directo muestra que valen las igualdades de la Figura 2. Usando éste hecho y la defini-
cién de "(s71) es facil verificar que también valen las de la Figura 3
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Elementos de traza 1 2 Relaciones entre las transposiciones de H y de H*

b

Ficura 2

H Vv H H V H

ARG

H* V. H H"V

donde% :b(s‘l) y X =51

Ficura 3

Lema 3.8. Sea H una bidlgebra trenzada rigida. Para cada H-espacio trenzado a izquierda
(V, s) vale que

(Vec)o (Y eH) o(H' ®s) = (s®@H) o (H®(s)) o (cih ® V)

(Vecwm o (s ®H) o(H ®s)=(s®@H) o (HR(s™)) o (crn® V).

DEemosTRACION. La primera igualdad estd probada en la Figura 4, cuyas igualdades valen por
H*HVH* F<\V H*h\V\V HH oV H H v
H H V

Ficura 4

propiedades bdsicas de la evaluacién y coevaluacion y por el hecho de que (V, s) es un H-espacio
trenzado a izquierda. La segunda puede verificarse de un modo similar. O

Lema 3.9. Sea H una bidlgebra trenzada rigida. Para cada H*-espacio trenzado a izquierda
(V, s) se cumple que

(VectosHeH) o(H®s)=(s@H)o (H @ s ) o(city®V)

(Vecur)o (s H@H) o (H®s) = (s®H) o (H @ (s™")) o (cum ® V).
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2 Relaciones entre las transposiciones de H y de H* Elementos de traza 1

DEemosTrRACION. La primera igualdad puede probarse reemplazando H* por H, H por H*,
coevy por c; y © COevVy y evy por evy ocyy+ en los diagramas de la Figura 4 , lo que origina
una figura igualmente vélida. La segunda igualdad se prueba de modo similar. O

Proposicion 3.10. Sea H una bidlgebra trenzada rigida. Las siguientes afirmaciones son ver-
daderas:

1. Si(V,s) es un H-espacio trenzado a izquierda, entonces (V, (s_l)b) es un H*-espacio tren-
zado a izquierda.

2. 8i (V,s) es un H*-espacio trenzado a izquierda, entonces (V, s~ esun H -espacio tren-
zado a izquierda.

3. Las construcciones anteriores son inversas la una de la otra.

DEemosTRACION. (1) Usando la definicién de ny- y del hecho de que s~! es compatible con ey

es facil verificar que (s~')" es compatible con 575-. Andlogamente, (s~')” es compatible con eg-.
La compatibilidad de (s~")" con ug- esta probada en la la Figura 5, que vale porque

FiGura 5

Hes Ho(s'®H)o(VRA) = (A®V)o s

(c®V)o(H®s No(s'oH)=(H®s )o(s'®H)o (V&)

La compatibilidad con A+ se puede comprobar dualizando la prueba de que (s~')? es compatible
con ug+; y la compatibilidad con cg. esta probada en la Figura 6, que vale por las definiciones de
las aplicaciones involucradas en la cuenta y las propiedades basicas de la evaluacion y la coeva-
luacién.

La inversibilidad a derecha de (s™!)’ se sigue de las igualdades de la Figura 7, que valen por
los comentarios hechos al comienzo de esta seccidn, las propiedades basicas de las funciones de
evaluacioén y coevaluacién y el Lema 3.8. Finalmente, un argumento similar prueba que (s~') es

inversible a izquierda.

(2) Usando la definicién de eg-, que i es compatible con ¢+, y que eg+ es compatible con s~!

y c;ll > €s facil verificar que sNyes compatible con i75. Andlogamente, (sMyes compatible con
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Elementos de traza 1 2 Relaciones entre las transposiciones de H y de H*
H* H* V H" H V
H* H* v
H" H* V
TY b [ |
{

Ficura 6

V H \4

2 Qgﬂ”v H

TN

AT

Ficura 7

ey. Por la compatibilidad de cl‘ilH* con uy y a la definicién de Ag-, valen las igualdades de la
Figura 8. De este hecho, las definiciones de "(s™!) y Ay, y la compatibilidad de c;ll* o Ag+ con

oA

Ficura 8

c;llH* y 57!, se sigue que valen de la la Figura 9, lo que muestra que (s~') es compatible con pp.
La compatibilidad de "(s™!) con Ay puede probarse dualizando la prueba de la compatibilidad de
%s™1) con up. La compatibilidad con ¢ estd probada en la Figura 10, cuyas igualdades valen por
la compatibilidad de s~! con cg+. Por tltimo, la Figura 11, que vale por los comentarios previos al
Lema 3.8, las propiedades bésicas de la evaluacion y coevaluacion y el Lema 3.9, demuestra que
%s~1) es inversible a derecha.; y un argumento similar prueba que es inversible a izquierda.

73



2 Relaciones entre las transposiciones de H y de H* Elementos de traza 1

H H' 'V

Q wu v
noy / //_ < S
<) %%wa 18

Ficura 9

(3) Esto puede probarse utilizando las férmulas para las inversas de (shy y "s~1) obtenidas en
las pruebas de los items (1) y (2), respectivamente. O

OBSERVACION 3.11. Sean H una bidlgebra trenzada rigida y (V,s) un H-espacio trenzado a
izquierda. En la prueba del item (1) of Proposition 3.10 se mostro que

(H'®@V®evgocyg) o (H' @ s®@ H") o (c;ﬁH ocoevy ®V ® H")

es la inversa de (s™")° respecto de la composicion. Aplicando este resultado con H reemplazado
por H?, obtenemos que también

(H"'®V®evy oc;}*H) o(H"®s® H") o (cyy+ o coevyg ®V @ H™)

es la inversa de (s™")’. Por lo tanto, ambas funciones son iguales. De modo andlogo, podemos
verificar que si (V, s) es un H*-espacio trenzado a izquierda, entonces

"N = (evioci @ VO H) o (H® s ' @ H) o (H® V ® ey © coevy).

OBSERVACION 3.12. Utilizando la ultima igualdad de la Observacion 3.11, y razonando como
en el comentario anterior al Lema 3.8, es fdcil comprobar que valen las igualdades de la Figu-
ra 12.

Proposicion 3.13. Sean H una bidlgebra trenzada rigida y A un dlgebra. Las siguientes afir-
maciones son verdaderas:

1. Sis: H®A — A® H es una transposicion a izquierda, entonces (s_l)b cH"®A - AQH*
también lo es.

2. Sis: H*®A — A® H* es una transposicion a izquierda, entonces (s™'): H®A - A®@ H
también lo es.
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H 'V

AT R

Figura 10

f\:
e

V H
V. H

Ficura 11

%g:%}ﬁj , ?\J:% donde o= (s y =g,

H*V HH V
Figura 12

DEemMosTRACION. Probamos la primera afirmacion, y dejamos la segunda al lector. Por la Propo-
sicion 3.10 solamente debemos verificar que (s~')” es compatible con la estructura de dlgebra de
A. Es sencillo comprobar que es compatible con 774. La compatibilidad con p4 estd demostrada en
la Figura 13, la que, por la igualdad

Houwo(s'®A)oA®sH=s"oueH),
es verdadera. O
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2 Relaciones entre las transposiciones de H y de H* Elementos de traza 1

Lema 3.14. Sean H una bidlgebra trenzada y (V, s) un H-espacio trenzado a izquierda. La
siguiente igualdad vale:

('"®@H) o (Ve H)o(VRAy)os=(H®s)o(c '@ V)o(Ay®V).
DemMosTrACION. Como

(Vec Ho(s@H)o(H®s)=(s®H)o(H®s)o(c ' V),

las igualdades de la Figura 14 son ciertas. Esto prueba la afirmacidn. O
H Vv
HV
( ? 2]
% j RJ
“albs
Ficura 14

Proposicion 3.15. Sean H un dlgebra de Hopf trenzada rigida, s: H® A — A ® H una
transposicion a izquierda y 0: H' — H la aplicacion definida por 8(¢) = ¢ — t, donde t es una
integral a izquierda no nula de H. Es verdad que (A®6) o (s ')’ = s0 (0 ® g h.

DEMOSTRACION. Por la definicién de (s~!)” valen las igualdades de la Figura 15. Combinado

B

FiGura 15

estas con el Lema 3.14 y el Teorema 2.20, se verifica que también valen las de la Figura 16, de la
cual se sigue inmediatamente la proposicion. O

CoroLARIO 3.16. Para cada dlgebra de Hopf trenzada rigida H y cada transposicion a izquier-
da

st HRA —> AQH

es verdad que g1y = gt
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Elementos de traza 1 3 Coémo pasar de acciones a coacciones y viceversa

HT A kt

Hf kt A @
s0(0®A)= = L/ =(A®6)o (s o (H ®gy)
Q
Ficura 16

DEmOSTRACION. Sea T € fli tal que 8(T) = 1. Por la Proposicién 3.15,

gsy@®l=(A80)o(s ) (T®a)=s50(00g;' N T®a) =g @&,
coOmo queremaos. O

OBSERVACION 3.17. Sea fy, como en los comentarios que siguen a la demostracion de la Pro-
posicion 3.7. Por estos mismos comentarios sabemos que f;, = fy,. Consecuentemente, si f;, = id,
T . T o_ gl el _ s L
entonces fm = id. Andlogamente, f;, = fy, y si f; = id, entonces fH+ =id.

3. Coémo pasar de acciones a coacciones y viceversa

Sea H una bidlgebra trenzada. En esta seccién estudiamos algunas relaciones entre los con-
ceptos de H-mddulo a izquierda y H-comddulo a derecha introducidos en el Capitulo 1.

Sean H una bidlgebra trenzada rigida, (V, s) un H-espacio trenzado a izquierda y H' como en
la Definicién 3.1. Dada una funcién v: V — V ® H, definimos una aplicacién p,: H' ® V — V
por

oy = (Veevy)o((s Y @H)o(H ®v).
Reciprocamente, dada una funcién p: H' ® V — V, definimos vp: V—> V®H por
Vp := 50 (H®p)o (coevy ®V).
Es fécil verificar que estas construcciones son una inversa de la otra.

Por la Proposicion 3.10 y los comentarios que siguen a la definicién de H-espacio trenzado
a izquierda, sabemos que (V, s) es un H-espacio trenzado a izquierda si y sélo si (V, (s~H") es un
H'-espacio trenzado a izquierda.

Lema 3.18. Sean H una bidlgebra trenzada rigida y (V, s) un H-espacio trenzado a izquierda.
Cada estructura de H"-médulo a izquierda sobre (V, (s_l)b) cumple que

(H®p®H)o(coevy®s) = (H® s)o(c®p) o (H®coevy ®V),
donde p: H' ® V — V es la accién de H' sobre V.

DEMOSTRACION. Por las definiciones de (s™')" y de ¢y, el hecho de que (V, (s™!)") es un H'-
moédulo a izquierda y a propiedades basicas de las funciones de evaluacién y coevaluacidn, valen
las igualdades de la Figura 17. De esto se sigue inmediatamente que también vale la igualdad de
la Figura 18, lo cual implica que la afirmacién hecha en el enunciado es verdadera. O

Lema 3.19. Sea H una bidlgebra trenzada rigida. Si (V, s) es un H-comédulo a derecha, en-
tonces

OH Yo (s =(Vecy) o (s @H)o (H @),

donde v es la coaccion de (V, s).

77



3 Como pasar de acciones a coacciones y viceversa Elementos de traza 1

HY Hf 4

DEmosTRACION. Basta observar que como v es un morfismo de H-espacios trenzados, las igual-
dades establecidas en la Figura 19, son verdaderas. Para comodidad del lector sefialamos que la
primera, que es la mas dificil de establecera, se sigue de la definicién de (s~")". O

TreoreMA 3.20. Sean H una bidlgebra trenzada rigida. Un H-espacio trenzado a izquierda
(V, s) es un H-comédulo a derecha viav: V — V ® H siy solo si (V, (s~ ) es un H-médulo a
izquierda via p,.

DEMOSTRACION. =) Dado que (V, (s~)") es un H-espacio trenzado a izquierda y v es una
coaccion,
ple®v) = (Veevy)o (s @ H)o (H @ v)(e® V) = e(viy)v(o) = Vs

para todo v € V. Por lo tanto, p, es unitaria. Por el Lema 3.19, el hecho de que (V,v) es un H-
comddulo a derecha, los comentarios que siguen al Teorema 1.19, la compatibilidad de s con c, las
igualdades de la Figura 1 y la compatibilidad de s con A, valen las igualdades de la la Figura 20,
lo que prueba que p, es asociativa. Resta verificar que

(sYWoH ®@py)=(ov@H) o (H @ (s™)) o (cir @ V).

Pero esto se deduce claramente de la Figura 21, cuyas igualdades valen por la compatibilidad de
(s~1? con ¢y, el comentario que sigue al Teorema 1.19 y el Lema 3.19.

&) Seav € V. Como s es compatible con € y p, es unitaria,
(Vee)ov(v) =(V®e)oso(H®p,) o (coevyg ®V)(v)
=(e®V)o(H®p,) o (coevyg ®V)(v)
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Hf HT HT HT 4

HT HT V
%% H' H v H H 14
Ficura 20
H Hf H1 HY H'\?' HT V
+ t ot
Ficura 21
=pv(e®V)

:V,

donde la primera igualdad se deduce de los comentarios previos al Lema 3.18. Por lo tanto v es
counitaria. Por otra parte, por el Lema 3.18, el hecho de que (V, s) es un H f-médulo a izquierda, la
definicién de multiplicacién en H', propiedades basicas de las funciones de evaluacién y coeva-
luacién, la relacién entre p, y v, la compatibilidad de s con A y las igualdades de la Figura 1, las
igualdades de la Figura 22 son verdaderas, lo que prueba que v es coasociativa. Para terminar la
demostracién resta verificar que

V@H)os=(V®c)o(s®H)o(H®V).

Pero esto estd probado en la Figura 23, cuyas igualdades valen por la relacion entre p, y v, la
compatibilidad de s con c y al Lema 3.18. O

4. Relaciones entre H-estructuras y H'-estructuras

Lema 3.21. Sean H una bidlgebra trenzada rigida y (V, s) un H-espacio trenzado a izquierda.
Si(V,(sH)esun H T-mo’dulo a izquierda, entonces
“lo(peH)=(H®p)o(chy: @ V)o(H ®s),
donde p denota la accion de H' sobre V.
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HHI
ZIANg \W A
SRl ;3

FiGura 22
QT
\ \j }T Fyh vaE

Ficura 23

DEemosTrACION. Por el Lema 3.18, los comentarios que siguen al Teorema 1.19 y propiedades
basicas de las funciones de evaluacién y coevaluacién, valen las igualdades de la Figura 24, La

HY H V
w \\
Ficura 24

afirmacion es una consecuencia inmediata de esto. O

TeorREMA 3.22. Sean H una bidlgebra trenzada rigida. Un H-dlgebra trenzada a izquierda
(A, s) es un H-comodulo dlgebra a derecha viav: A — A ® H si y solo si (A, (s_l)b) es un H'-
modulo dlgebra a izquierda via p,.

DEemosTrRACION. =) Por la Proposicion 3.13 y el Teorema 3.20 para probar esto es suficiente
verificar que
pv(e®1)=¢()l paratodoyp € H'
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y

proH @ =polp,®p)oH &™) ®A) oAy ®ABA).
Es evidente que la primera igualdad es cierta, y la segunda es una consecuencia inmediata de las
igualdades de la Figura 25, que valen por las definiciones de Ag+ y p,, los comentarios que siguen

H A A \A HT(_\ A A
M I W 4 /
N\ \ N
N NG Ya

- :,f: _ _
VARG
AN

Figura 25

al Teorema 1.19, las igualdades de la Figura 1, la compatibilidad de s con up, 4 y ¢, y los hechos
de que (V, s) es un H-comddulo a derecha via vy

vou=UeuUo(A®s®A)o(¥®v).
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5 H-invariantes Elementos de traza 1

&) Debemos verificar que
vD)=1®1 y vou=@uuoc(A®s®H)o(¥®v).

La primera igualdad es evidente. Por la relacién entre v and p,, los hechos de que (A, (s~H"
es un H'-médulo 4lgebra a izquierda y s es una transposicion a izquierda, la definicién de Ay,
los comentarios que siguen al Teorema 1.19, las igualdades de la Figura 1 y al Lema 3.21, las
igualdades de la Figura 26 son verdaderas, por lo que

@@ \ﬂ“

FiGura 26

vou=uouwoA®s®H)o (vev),

como deseamos. O

5. H-invariantes

Sean H una bidlgebra trenzada y V un H-médulo a izquierda (derecha) estdndar. Recordamos
que un elemento v € V es H-invariante a izquierda (derecha) si & -v = e(h)v (v - h = e(h)v) para
todo i € H,y que el simbolo #V (V) denota al conjunto de H-invariantes a izquierda (derecha)
de V.

Proprosicion 3.23. Sean (A, s) un H-modulo dlgebra a izquierda y y: HQ A — A® H la
aplicacion y == (o ® H) o (H ® s) o (A® A). Un elemento a € A es H-invariante si y solo si
xh®a)=s(h®a) para todo h € H.

DEemosTrAcION. Esto se sigue inmediatamente de la Proposicion 2.32. O

Supongamos ahora que H un bidlgebra trenzada rigida. Por el Teorema 3.20 sabemos que si
(V, s) es un H-comddulo a derecha, entonces (V, (s‘l)b) es un H'-médulo a izquierda.

PROPOSICION 3.24. Vool — H'y,

82



Elementos de traza 1 6 Productos apareados

DEMOSTRACION. Sea v € V< Dado que (s~')" es compatible con e,
p-v=(Veevp o) @Hpevel)=(Vee)(s ) (@ev) = ey

4 . . g .
para todo ¢ € H'. Por lo tanto, v € 7'V. Reciprocamente, si v € 'V, entonces por los comentarios
al comienzo de la Seccién 3 y la compatibilidad de s con 1,

V(v) = s(Zhi@;h;‘-v]: s(Zhihj(l)@)v]: slev) =vel,

donde v es la coaccion de V'y (h;, h?)1<i<n sOn bases duales de H. O

TeorEMA 3.25. Sea H es una bidlgebra trenzada rigida. Para todo H-modulo dlgebra a iz-
quierda (A, s) es cierto que s(H ® "A) = A ® H.

DEemosTrAcION. Esto es una consecuencia inmediata de la Proposicién 2.33. O

De acuerdo a este teorema, (HV, 5)), donde s es la restriccion de s a HA es un H-espacio
trenzado. Ademds, debido a la Proposicidn 2.57, si (A, s) es un H-mdédulo dlgebra a izquierda,
entonces

. H H
st H®'A— "AQH
es una transposicion.

Recordemos que por la Proposicion 2.28, si (V,s) es un H-mddulo a izquierda, entonces
(V, s71) tiene una estructura natural de H,"-médulo a derecha.

6. Productos apareados

Sea H una bidlgebra trenzada. Por los Teoremas 2.47 y 2.49, sabemos que si (A, s) es un
H-médulo 4lgebra a izquierda, entonces la aplicacién y: H ® A — A ® H, definida por

XY =(EQ®H)o(H®s)o(A®A),

es compatible con las estructuras de dlgebra de A y H. Por lo tanto, como mencionamos en el
Ejemplo 1.6, el producto tensorial A ® H es un algebra A ®, H, con multiplicacion

Hag i = (A @ up) © (AQ x ® H),

Esta dlgebra se llama el producto apareado de A con H asociado a (s,p), y se denota por A#H.
Frecuentemente identificaremos A y H con los subconjuntos AQ1 y 1®H de A#H, respectivamente.
En consecuencia, a veces escribiremos ah en lugar de a#h.

Es facil ver que A es un (A#H,"A)-bimédulo via la accién regular a derecha y la accién a
izquierda

(a#h)-b =a(h-b). (6.19)

Ademds un argumento similar al de la demostracion de la Proposicidn 2.65, prueba que si H es un
4lgebra de Hopf trenzada con antipoda biyectiva S, entonces A es un (A", A#H)-bimédulo via la
accion regular a izquierda y la accion a derecha

b - (a#h) = Z S~y - (ba);, (6.20)

donde Y; h; ® (ba); = s~'(ba ® h) y A¥ es el conjunto de H-invariantes de A bajo la accién a
derecha de H sobre A obtenida por la restriccién de (6.20).

Sea H un algebra de Hopf trenzada con antipoda biyectiva S. Observemos que si (A, s) es un
H-médulo dlgebra a izquierda via p: H® A — A, entonces (A, s~!) es un H°°P-médulo algebra a
derecha via p o 57! o (A ® S~!). Por la Proposicién 2.31 sabemos que A#™" = HA. Para unificar
expresiones, en adelante siempre escribiremos A para denotar este conjunto de H-invariantes.
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Proposicion 3.26. Sean H una bidlgebra trenzada y (A, s) un H-mdédulo dlgebra a izquierda.
Las siguientes aserciones son verdaderas:

1. "A ~ End(441A)°P, donde consideramos A como un A#H-médulo a izquierda via la accion
introducida en en (6.19).

2. Si H es un dlgebra de Hopf trenzada con antipoda biyectiva, entonces " ~ End(Asp),
donde A es considerada como un A#H-modulo a derecha via la accion introducida en (6.20).

DEMOSTRACION. Probaremos la segunda afirmacién. Sea L,: A — A la multiplicacién a iz-
quierda por a. Es claro que la aplicacién a — L,, de A en End(Aasp), estd bien definida y es
inyectiva. Afirmamos que también es sobreyectiva. Sea f € End(Aa#x). Como

f@)=f(1-a)=f(1)-a paracadaae€A,
para verificar esta afirmacién serd suficiente probar que f(1) € "A. Pero esto es evidente porque
f)-h=fQA-h)= f(S_l(h)~ 1) =€e(h)f(1) paratodoh e H,
y por los comentarios anteriores. O

Proposicion 3.27. Sean H una bidlgebra trenzada y (A, s) un H-mdédulo dlgebra a izquierda.
Consideremos al dlgebra A como un A#H-mddulo a izquierda via la accion (6.19). Para cada
A#H-médulo M y cada my € "M, la funcion ¥: A — M, definida por ¥(a) := a - mg, es un
morfismo de A#H-mddulos a izquierda. Ademds, si a € A, entonces a - mgy € M.

DEmosTRACION. Sean a,b € Ay h € H. Como my es invariante y s es compatible con €,
(b#h) - Y(a) = (b#h) - (a - mg)
= ((b#h)(a#1)) - mo

= " blhq - aithey,) - mo

= Z b(hqy - ap)e(he);) - mo

=Zb(h-a)-mo

= Y ((b#h) - a),
donde
Dy ®ai®h), = (Hes)o (AR A)hea).
i
La dltima afirmacién puede verificarse facilmente. O

Proposicion 3.28. Sean H un dlgebra de Hopf trenzada con antipoda biyectiva S y (A, s) un
H-médulo algebra a izquierda. Consideremos al dlgebra A como un A#H-modulo a derecha via
la accion (6.20). Para cada A#H-médulo a derecha M y cada my € MY, la funcion ¥': A — M,
definida por Y (a) := my - a, es un morfismo de A#H-mdédulos. Ademds, si a € B entonces
mg-ae MH.

DEMOSTRACION. Sean a,b € Ay h € H. Por la demostracion del Teorema 2.54, sabemos que

abth = " (1#hi) )(S ™ (i) - (ab)#),
7

donde
D higy, ® S (hiqr);) - (ab) = (H@po (ST @A) o(c™ o A®A)o s~ (ab@ ).
ij
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Debido a esto, al hecho de que my € M y a la compatibilidad de ¢! con ¢,
W' (a) - (b#h) = (mg - a) - (b#h)
= my - (ab#h)
= mp - (Z(l#hi(z)j)(S‘l(h,-(l)j) - (ab),-#l))
ij
=mp - (Z E(hi(Z)j)(S_l(hi(l)j) : (ab)i#l))
ij
=mo - (7' (hy) - (ab)i#1)
=¥ (a - (b#h)),

tal como queriamos. La ultima asercion puede verificarse facilmente. O

(=)

Proposicion 3.29. Sean H un dlgebra de Hopf trenzada rigida y (A, s) un H-médulo dlgebra
a izquierda. Si t una integral no nula a izquierda o a derecha de H, entonces AtA es un ideal
de A#H.

DEemosTrACION. Para integrales a izquierda ¢ este resultado es la Proposicién 2.63. Para inte-
grales a derecha ¢ la afirmacién puede verificarse de un modo similar. O

Sean H un élgebra de Hopf trenzada rigida, (A, s) un H-mdédulo dlgebra a izquierda y A#H
el producto apareado construido a partir de estos datos. Consideremos a H ® A y A#H como
H-médulos a izquierda via las acciones

l-(h®a):=lh®a y I[-(ah):=lah,

respectivamente. Sea ¢ una integral no nula a izquierda de H. Afirmamos que #(A#H) = tA. En
efecto, en la Proposicién 2.54 se comprobd que la aplicacion H-lineal

0: H® A — A#H
dada por (h ® a) = ha es biyectiva. Por lo tanto, ilA#H) = 0((H ® A)) = 0(t ® A) = A.

Proposicion 3.30. Sean H un dlgebra de Hopf trenzada rigida, a la funcion modular de H y
(A, 5) un H-modulo dlgebra a izquierda. La aplicacion

(—=)*: A#H —> A#H,

definida por (a#h)® = a#h® ,donde h® es la funcion introducida en la Observacion 3.6, es un
automorfismo de dlgebras.

DemosTrACION. Claramente (—)® es biyectiva y (1#1)* = 1#1. Dados h € Hy b € A, escriba-
mos

sh@b)= > bi@hi.
Entonces i
((ath)(b#D)* = Z(a(hm - biy#h)l)”
= Z a(hqy - b#(h) D™
= Z a(hqy - biy#(ha))*1*
= Z alhqy - bid#hy, gy @(hy;o)
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= Z a(h(l) . bl-)#h(z)ia(h@))l“

= (a#th)* (b#1)",

donde las tercera y cuarta igualdades se siguen de la Observacién 3.6 y la ultima de la compatibi-
lidad de s con la comultiplicacién y la Proposicion 2.22. O

7. Extensiones de Galois

Sean H una bidlgebra trenzada y (A, s) un H-comoddulo dlgebra a derecha. Llamemos v a la
coaccién de A. Recordemos de la Seccién 7 del Capitulo 1 que el par (A7 < A, s5) es llamado
una H-extensién a derecha de A°°¥ | y que una tal H-extensién se dice H-Galois si la funcién

ﬁA:A@AcoHA—)A®H,

definida por Ba(a ® b) = (a ® 1)v(b), es biyectiva. Ademds, por el Teorema 3.22 y la Proposi-
cién 3.24, sabemos que si H es rigida, entonces (A, (s')") es un H'-médulo dlgebra a izquierda y
H)A = A°H La Observacion 3.31 y el Teorema 3.32 generalizan algunos resultados de [20]. En la
demostracién de dicho teorema seguimos de cerca un argumento de Schneider [28].

OBSERVACION 3.31. Sean H un dlgebra de Hopf trenzada con antipoda biyectiva S y (A, s) un
H-comédulo dlgebra a derecha. Sean

By A®pon A— AQH y . AQH—>AQ®H
las aplicaciones definidas por
By =wa®H)o(A®s)o(va®A) y D:=(AQun)o(r¥a®S).
Un cdlculo directo prueba que los siguientes hechos valen:
1. @ es biyectiva, con inversa ® ' = (A up) o (A®c Ho(va®S™).
2. ® o By = ). Por lo tanto, B4 es inyectiva (sobreyectiva) si y sélo si B/, lo es.
TreoreMA 3.32. Sean H un dlgebra de Hopf trenzada rigida y (A, s) un H-comédulo dlgebra a

derecha tales que la aplicacion de Galois B4 es sobreyectiva. Sea T € H' una integral a izquierda
no nula. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1. Existen elementos ay,...,an,b1,...,b, € A tales que (x — T - (b;x),a;) es una base
proyectiva de A como HA-médulo a derecha .

2. By es inyectiva, y por ende biyectiva.

DemosTtrAcION. (1) Por el Corolario 3.4, sabemos que existe una integral a derecha u € H tal
que T (uh) = e(h), para todo h € H. Como

Ba: A®H+AA — AQH
es sobreyectiva y la funcién
g(s—l)b tA— A
es un automorfismo de dlgebras, existe 3}, a; ® b; € A ®yi, A tal que

Z aigs-1y (bio)) ® bi1y = 1@ u. (7.21)

1

Por otro lado, usando el Teorema 3.22, la definicién de p,, el Lema 3.19 y la compatibilidad de
Ay con (s, se comprueba ficilmente que valen las igualdades de la Figura 27. En el resto de
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e

Ficura 27

la prueba escribimos

T(l) ® T(z) = AHT(T) y Z bi(O) ® T(l) ® bi(l)j ® T(z)j = bi(O) ® T(l) ® CH*H(T(Z) ® bi(l))-
J

Denotemos con ¢;: A — HA a1a aplicacién HA lineal a derecha definida por ¢i(a) = T - (b;a).
Usando las igualdades de la Figura 27 y que
(YT ®b) =g 1p(b)®T,

obtenemos que

D aigi@) = Y aT - (bia) = Y aig 1y bio) Ty biy N T2y - @). (7.22)

1 1 1

Por la Observacion 1.26, es cierto que
cyiplp®u) = u<§§<,00(f151)_1 para todo ¢ € H'.
Usando este hecho y las igualdades (7.21) y (7.22), vemos que

D aigita) = (Tay, Ty o ()™ - a. (7.23)

1

Dado que por la definicién de A+ y la Observacion 1.26,
(Tetys uXTy, (fi)™ (W) = (T, o c((f)™ (W) ® w) = (T, uh) = e(h)

para todo & € H, concluimos que
Z aipi(a) = €-a = a,
i
como queriamos.

(2) Por la Observacion 3.31 es suficiente verificar que 3, es inyectiva. Para simplificar notaciones
escribamos B := A°°# . Tomemos

D uj@pv; € ker(By).
J
Entonces
Z Ujo)Vii @ Ujay; = 0,
J
donde
Z Uji) ®Vj; ® Ujary = Z Uji) ® s(uj(l) ®V)).
J J
Sean

X = (pV®HT)O(HT®(S_1)b)O(AHT®A) y x:=Zai®T®bi®uj®ij.
ij
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Un célculo directo muestra que
D uj@pv;= (s ®A) 0 (A®p, @5 A) o (A® H' © 15 ®p A)(x)

=(A®pua) o (A®p, ®pA) o (AR H' ® 1y ®p A)(x)
=(AQpuaA)o(A®AQUA)c(A®RARP, ®A)oc (AR YRA®A)(X)

= (Apua®evy) o (A®A® (s ) @ H)o (A®x ®B,)(x)
=0,

donde la primera igualdad se sigue del item (1), la segunda de la Proposicion 3.24, la tercera del
hecho de que A es un H'-médulo dlgebra a izquierda y la tltima de la Figura 28. Por lo tanto, B

A H A

Figura 28

es inyectiva. O

Lema 3.33. Sea H una bidlgebra trenzada rigiday s: H® A — A ® H una transposicion a
izquierda. Entonces,

A®evy®H ) o (s @ cyipg) o (H @ (s7) @ H) o (HN®? ® 5)
= (evu ®(s™")) o (H' ® cpyryy ® A).

DEemosTrACION. Por los comentarios que siguen al al Teorema 1.19, las igualdades de la Figu-
ra 1y la compatibilidad de (s~')* con cy+, las igualdades de la Figura 29 valen. El lema es una

HT HT
H' Hf A f gt H A gt oyt
/ / / H H'
FiGura 29
consecuencia inmediata de esto. m]

Los Teoremas 3.34 y 3.35 generalizan los Teoremas 1.2 y 1.2° de [8] y sus demostraciones
son similares a las dadas en ese trabajo.

TreorReEMA 3.34. Sean H un dlgebra de Hopf trenzada rigida y (A, s) un H-comédulo dlgebra a
derecha. Consideremos a A como un (A#H', " %)—bimédula via las acciones definidas al comienzo
de la Seccion 6. Sea g;: A — A el automorfismo de dlgebras introducido en el Teorema 2.20.
Denotemos con %A al dlgebra A, provista con la estructura de A-mddulo a izquierda dada por
a-b = gg(a)b. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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1. (HI4 — A, s) es H-Galois.
2. (a) La funcion
n: A#HT — End(A,),
definida por n(attp)(b) := (a#yp) - b, es un isomorfismo de dlgebras.
(b) Aesun HA -médulo a derecha proyectivo finitamente generado.

3. A esun A#H'-generador a izquierda.
4. Si0+Te€ ff; entonces la funcion
[-.=1: A®y, A — A#H',
dada por [a, b] = aTb, es sobreyectiva.
5. Para todo A#H'-médulo a izquierda M, consideremos a A ®urty Hyy provisto de la estruc-
tura de A#H'-médulo dada por
(attp) - (b @ m) = n(a#e)(b) ® m.
La aplicacion
Fu: A®y, M — M,
definida por Fy(a ® m) = a - m, es un isomorfismo de A#H' -mdédulos a izquierda.
DeMosTRACION. (2) & (3) Como en el caso clasico, esto es consecuencia de un teorema de
Morita [15, 4.1.3].
(1) @4) Seadd: H— H' la aplicacién definida por
H(h) = (evg ®H) o (H' @ cyry) o (Ag+(T) ® h).
Un célculo directo muestra que ©¥(h)(l) = T(hl) para todo h,l € H. Por lo tanto, por [13, Theo-
rem 3.b] sabemos que ¢ es una funcion biyectiva. Dado que g,-1y, también lo es, para probar que
(1) & (4) es suficiente comprobar que
81y ®) 0 Ba = [—, =10 (g1 Bpiy A).

Esto se prueba en la Figura 30, donde escribimos g = g1y y &’ = g;. Las igualdades de esta
figura valen la definicién de ¥}, los comentarios previos al Lema 3.18, la definicién de g, el hecho
de que g es un morfismo de dlgebras, la compatibilidad de (s7!)* con A+, el Corolario 3.16, el
Lema 3.33, el hecho de que (A, (s~")") es un H'-médulo a izquierda y propiedades basicas de las
funciones de evaluacién y coevaluacion.

(4) = (3) Por hipétesis existen xi, ..., X5, V1,...,Vs € A tales que 1#e = 3, x;Ty;. Por este hecho,
la Proposicion 3.27 y los comentarios que siguen a la Proposicién 3.29, la funcién

i AY — A#H',
definida por f(ai,...,as) = X,;a;Tyi, es A#H'-lineal y sobreyectiva. Por consiguiente, A es un
A#H'-generador a izquierda.

(5) = (4) Por los comentarios que siguen a la Proposicién 3.29, # -;(A#H ") = TA. La afirmacién
es una consecuencia inmediata de este hecho.

(2) = (4) Por la Proposicién 3.29 es suficiente comprobar que 1#e € ATA. Por la condicion 2b),
existen

;
Xlyeo, Xs €A y @1,...,05 € Hom(A ,HAH-;A)

tales que a = }; xjgi(a) para todo a € A. Dicho de otro modo, 2’; xi¢; = idgnd(a,; ). Pero
A

Hom(Ay1,, "Ays,) < End(Ay,) ~ A#H'
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= [_’ _]

Ficura 30

por la condicién 2a). Por lo tanto, tomando d; € A#H' tal que
pi =n(d;) paracadai=1,...,s,

obtenemos que
Z xid; = 1#1y: = 1#e € A#H'.
i
Afirmamos que d; € 7 T(A#HT). En efecto, esto es cierto porque, sia € Ay h* € H', entonces
n(h*di)(a) = h™ - pi(a) = e(h)pi(a) = n(e(h)d;)(a),

puesto que g;(a) € HA. Dado que 7 es un isomorfismo, h*d; = e€(h*)d; para todo i, lo cual prueba la
afirmacién. Por el comentario que sigue a la Proposicién 3.29, tenemos que 7 T(A#HT) = TA. Por
ende, para todo i existe y; € A con d; = Ty;. Asi que

I#e= > xid;= ) xTyi € ATA.
i i

(4) = (5) Como antes, escribamos

Lygrs = Z x;Ty;

1

y tomemos d; = T;. Usando que T € f;.;., es facil verificar que d;M C HM para todo A#H'-
moédulo a izquierda M. Definimos

Y M— A®y, M
por ¥(m) := >; x; @ d; - m. Afirmamos que ¢ y Fy; son inversas. En efecto, esto es cierto porque

Fuowm) = Fy() xi@di-m)= () xidy)-m=m,
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dado que }}; x;Ty; = 1445+. Por otra parte, usando que si ¢; = m(d;), entonces ¢;(a) € HY, vemos
que

Yo Fyla®mg) = y(a-mp)
=Zx,~®d,--amo

= Z x; ® pi(aymy
i

= Z xipi(a) ® mg
i
=a®my.

Sélo resta verificar que Fy; es un morfismo de A#H'-médulos a izquierda, pero de acuerdo a la
Proposicién 3.27 efectivamente lo es. O

TeoreEMA 3.35. Sean H un dlgebra de Hopf trenzada rigida con antipoda biyectiva y (A, s)
un H-comddulo dlgebra a derecha. Consideremos A como un (HA, A#HY)-bimddulo via las ac-
ciones definidas al comienzo de la Seccion 6. Sea 8A como en el Teorema 3.34. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. (H}l — A, s) es H-Galois.
2. (a) La funcion
n': A#H" — End(,;,A),
definida por ' (at)(D) := b - (a#y), es un isomorfismo de dlgebras.
(b) Aesun HA -médulo a izquierda proyectivo finitamente generado.
3. A esun A#H'-generador a derecha.
4. Si0+Ue fI; entonces la aplicacion
[—. =1 A®yy, A — A#H',
dada por [a,b]’ = aUb, es sobreyectiva.
5. Para todo A#H'-médulo a derecha M, si proveemos a MHT iy A de la estructura de
A#H"-médulo dada por
(m® b) - (attp) = m @ 7' (atte) (D),
entonces la aplicacion Gy : Mt ®uiy A = M, definida por Gy(m ® a) = m - a, es un
isomorfismo de A#H'-mddulos a derecha.

DEmosTRACION. (2) & (3) Procedase como en la prueba de la equivalencia de los items (2)
y (3) del Teorema 3.34.

(1) © (4) Repitase el argumento dado en la prueba del Teorema 3.34, reemplazando T por U.
(4) = (3) Por hipdtesis existen xi,. .., X5, ¥1,-.-,Ys € A tales que 1#e = }; x;Uy;. Debido a esto,
al hecho de que (A#HT)HT = AU y la Proposicién 3.28, la aplicacién
fiAY — A#H',
definida por
flay,...,as) = Zaini

1

es A#H'-lineal y sobreyectiva. Por lo tanto A es un A#H'-generador a derecha.
(5) = (4) Esto se sigue inmediatamente del hecho de que (A#H e "= AU.
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(2) = (4) Por la Proposicién 3.29 es suficiente comprobar que 1#e € AUA. Procediendo como en
el teorema anterior, obtenemos elementos
¢ € HomGi A, i, "A)  y €A (1<i<y)

tales que }; ¢id; = idEnd(HfAA)- Razonando como antes se comprueba que existen

die(A#HNY vy yieA  (1<i<ys)
tales que ¢; = 7'(d;) y d; = y;U. Por lo tanto

1#e = Z yiUx;,
i

por lo que vale esta implicacion.
(4) = (5) Argumentando como en el teorema anterior se comprueba que G, es inversible y que
su inversa es una funcién
WM — M e A
A
dada por una férmula de la forma y'(m) := >,;(m - d;) ® x;, donde los d; € A#H T son elementos

que satisfacen M - d; ¢ M" ' para todo A#H'-médulo a derecha M. Ademds, Gy, es un morfismo
de A#H'- médulos a derecha por la Proposicién 3.28. O

Cororario 3.36. Sean H un dlgebra de Hopf trenzada rigida, (A, s) un H-comddulo algebra
aderechay T € fli_ \{0}. Sea A como en el Teorema 3.34. Si (HIA — A, s) es H-Galois, entonces
la funcion w: 8A — Hom(A H;XH-:-A), definida por m(a)(b) = T - (ab), es un isomorfismo de

(A, A)-bimédulos.

H';Aa

DemosTrACION. Es evidente que 7 es A-lineal a derecha. Para cada ¢ € Hy,
(e - a)(b) = n(gs(c)a)b) = T - (g5(c)ab) = cT - (ab),

donde la dltima igualdad se sigue del Corolario 3.16 y del hecho de que, por la Proposicién 2.59,

sabemos que g;(c) € HA. Esto muestra que mes HA lineal a izquierda. Probemos que es biyectiva.
Consideremos a A#H y End(Ay,) como H'-médulos a izquierda via

(@) :=pap y (¢ la):=¢- fla)
Como la aplicacién 7: A#HT — End(AHTA), introducida en el Teorema 3.34, es H'-lineal, y es
evidente que Hom(A ,Hj‘\m-A) es el conjunto de H f_invariantes a izquierda de End(AH-%), por el
comentario que sigue a la Proposicién 3.29 la funcién & se restringe a una funcion biyectiva de
TA en Hom(A Hips Hip HTA)' La afirmacién se sigue inmediatamente de este hecho. O

Cororario 3.37. Sean H un dlgebra de Hopf trenzada rigida, (A, s) un H-comddulo dlgebra
a derecha y U € ff; \{0}. Consideremos a A como un A#H'-mddulo como en el Teorema 3.35,
y denotemos con A8 al dlgebra A provista con la estructura de A-mddulo a izquierda dada por
b-a = bg-1y(a), donde g1y: A — A es el automorfismo de dlgebras introducido en el Teore-
ma 2.20. Si (H:4 — A, s) es H-Galois, entonces la funcion A8 > Hom(;, A Hj4), definida
por ' (a)(b) = (ba) - U, es un isomorfismo de (A, Hh)-bimo’dulos.

5 HiA

DemosTRACION. Es evidente que 7 es A-lineal a izquierda y dejamos al lector la tarea de veri-
ficar que es HA lineal a derecha. Probemos que es biyectiva. Consideremos a A#H y End(;, A)°P
como H'-médulos a derecha via

(ap) - ¢ = app y (f-o)@)- = fa)-¢.
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La funcién 7’ : A#H™ — End(;;,A)°P, introducida en el Teorema 3.35, es H'-lineal, y es evidente
que AU y Hom(,1, A, HTAH 1A) son los conjuntos de H'-invariantes a derecha de A#H' y End( iy AP,
respectivamente. Por lo tanto 7" se restringe a una funcién biyectiva de AU en Hom(, A, H%H}\).
Esto implica que también 7’ es biyectiva. O

8. Existencia de elementos de traza 1

Sean H un 4lgebra de Hopf trenzada rigida y (A, s) un H-comddulo dlgebra a derecha. Por
el Corolario 3.16 sabemos que g(‘yl_l)b = g,. En la Seccién 8 del Capitulo 1 se prob6 que A es un

HA-médulo a izquierda via
avb:=gya)b
y un A#H'-médulo a derecha via

b — (atg) = > ST (™) - (ba),

donde a: H — k es la funcién modular y

DM@ bay = (s ba® ™.

Ademas, A es un (H;l, A#H™)-bimédulo. Consideremos los bimédulos
M := 1, Apapr y N = ppriApiys

donde las acciones sobre N son las introducidas en la Seccién 6. Por el Teorema 2.69 sabemos que
las aplicaciones

[-.-1: N®y;, M > A#H',  dada por [a,b] = aTh

(= =): M®uu: N> TA,  dadapor (a,b) =T - (ab),

en las cuales T # 0 es una integral a izquierda de H', definen un contexto Morita para A y A#H'.
El proposito de esta Seccidn es estudiar las implicaciones de la sobreyectividad de la funcién
(—,—). La Proposicion 3.38 generaliza el item (1) de la Proposicion 2.5 de [8] y las Proposicio-
nes 3.39, 3.41 y 3.46 generalizan las Proposiciones 1.4, 1.5 y 1.7 de [7], respectivamente. No
probaremos la segunda, porque las demostracion dada en [7] funciona en nuestro contexto. Recor-
demos que un elemento ¢ de A es un un elemento de traza 1 si T - ¢ = 1. Es claro que la existencia
de elementos de traza 1 es equivalente a la sobreyectividad de (—, —).

PROPOSICION 3.38. La funcion (—, —) es sobreyectiva si y sélo si existe x € A#H' tal que TxT =
T.

DEMOSTRACION. Asumamos que existe

x= Z wh! € A#H'
i

tal que TxT = T y tomemos ¢ := }; €(h;)u;. Por la Proposicion 2.63, sabemos que
TcT =(T-o)T.
Por lo tanto

T =TxT = T(Z u#h:T) = T(Z ute(h)T) = TeT = (T - o)T.
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En consecuencia T - ¢ = 1, y (—,—) es sobreyectiva. Reciprocamente, si T - ¢ = 1, entonces,
nuevamente por la Proposicion 2.63,

TcT =(T-o)T =T,
por lo que que podemos tomar x = c. O
PRrOPOSICION 3.39. Sea V un HA-médulo a izquierda. Consideremos A ®yi, V como un H'-

modulo a izquierda via ¢ - (a ® v) = ¢ - a @ v. Si (—,—) es sobreyectiva, entonces la funcion
iy: V= A®yy, V, definida por iy(v) = 1 ®v, es inyectiva y su imagen es HI(A ®uiy V)

DEeriNnicION 3.40. Una integral total es una funcion H-colineal a derecha g: H — A tal
que g(1) = 1.
Proposicion 3.41. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1. La funcion (—, —) es sobreyectiva si y solo si existe una integral total g: H — A.
2. Existe c € Atal que T - ¢ = 1 y ca = gs(a)c, para todo a € 1A si y sdlo si existe una

integral total g: H — A que satisface pa o (g ® le) =upoc(A®g)o S\ gty

DEemosTtrACION. (1) Si(—, —) es sobreyectiva, entonces existe ¢ € A tal que 7-c = 1. Definamos
g(h) = 0~'(h)-c,donde 6: H' — Hesla biyeccion dada por 6(¢) = ¢ — t. Es evidente que g es
H'-lineal y que

g =0"'1)-c=T-c=1.
Reciprocamente, si g: H — A es una integral total, entonces, por la Proposicion 3.7,
T-g()=g(T—1n=gl) =1,
de modo que la funcién (-, —) es sobreyectiva.

(2) Seanh € Hy a € TA. Escribamos
D g@i @0 (i = (707 (h) @ g(a).

Si ¢ € A satisface las hipdtesis del item (2), entonces

gla= ") ca=0"' 0 (ca) =67 () - (g(@)c) = ) g5(@i(0 ()i - ©),

donde la tltima igualdad se sigue de la Proposicién 2.59. Por lo tanto, por la Proposicién 3.15,
gha=uso(A®g)osh®a). (8.24)
Reciprocamente, si g satisface la ecuacion (8.24), entonces ¢ = g(¢) satisface
ca=ppo(A®g)os(t®a)=gsa)g(n) = gs(a,
para todo a € #A. O

Consideremos ahora la nocién de ideal traza. Para cualquier anillo R y cualquier R-mé6dulo M
a derecha, denotamos con 7 (M) la imagen de la funcién de evaluacion Hom(Mg, Rg) ® M — R.
Es fécil ver que 7 (M) es un ideal bildtero de R. Es bien sabido que 7 (M) = R si 'y sélo si M es
un generador de la categorfa de R-mddulos. Ademds, si R es un subanillo de un anillo S, entonces
7(S) = RsiysélosiResun R-sumando a derechade S [Fa, 3.26 y 3.27]. Por supuesto, resultados
andlogos son vélidos para R-mddulos a izquierda.

El siguiente resultado generaliza [20, Proposition 1.9] y [8, Theorem 2.2]. Nuestra demostra-
cibn sigue de cerca la dada en esos trabajos.
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PROPOSICION 3.42. Sean T: A — HA y U: A > HA las funciones de traza definidas por
T(a) =T -ay U(a) =a-U, donde U = S(T). Asumamos que (Hk — A,s) es H-Galois
a derecha y consideremos A como un (A#HT,HA)-bimo'dulo Yy un (HA,A#HT)-bimédulo via las
acciones dadas en la Seccion 5. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. T es sobreyectiva.
T (Ay) = "A.
HYA es un HA-sumando directo a derecha de A.
A es un generador en la categoria de HA -médulos a derecha.
A es un A#H'-médulo a izquierda finitamente generado y proyectivo.
U es sobreyectiva.
T (1, A) = A,

i i . L
HA es un "A-sumando directo a izquierda de A.

O % NN RN

A es un generador en la categoria de HA -médulos a izquierda.
10. A es un A#H'-mddulo a derecha finitamente generado y proyectivo.

Asimismo cualquiera de estas condiciones implican que A#H' y A son equivalentes Morita.

DEemosTtrACION. Del Corolario 3.36 se sigue facilmente que 7 (A wy) =T - A. Por lo tanto, los
item (1) y (2) son equivalentes. El hecho de que (2) & (3) & (4) se deduce de los comentarios
previos a esta proposicion. Por el Teorema de Morita [15, 4.1.3] y los hechos de que

HYA ~ End( i A)*®
por la Proposicién 3.26 y

A#H' ~ End(A,;,)
por el Teorema 3.34 (2), es cierto que (4) & (5). Finalmente, el item (4) y el Teorema 3.34 (2)
aseguran que A es un H}l—progenerador a derecha y A#H' ~ End(As,), lo que implica que A#H'
y HA son equivalentes Morita [15, 4.29]. La equivalencia de (6), (7), (8), (9) y (10) puede p{gbarse

de un modo similar. Finalizamos la demostraciéon observando que (1) < (6), dado que U(a) =
a-U=T:-ga)=T(gsa)). m

OBSERVACION 3.43. Notemos que la hipétesis de que (1 A A, 5) es H-Galois a derecha no es
necesaria para probar (1) => 2) © 3) o @) o 5),6)=> (1o @) (9) © (10)y (1) © (6).

OBSERVACION 3.44. Sea m: A#H' — End(AH+A) el morfismo introducido en el Teorema 3.34.
Argumentando como en [7, Proposition 1.6] puede probarse que:
1. SiT -c =1, entonces n(Tc) es una proyeccion HA lineal a derecha de A sobre HA.

2. Asumamos que (H;\ — A, s) es H-Galois a derecha. Por el Teorema 3.34, la funcion nt
es biyectiva y [—, —] es sobreyectiva. Si los elementos xi,...,Xr,y1,...,Yr € A satisfacen
que Y._ [xi,yil = 1yp € End(AHTA) es una proyeccion de A sobre Hh, entonces ¢ =
2y 8s(e - x;)y;, donde e = 7Y (p) cumple que T - ¢ = 1.

3.8iT -c=1yca = gg(a) para todo a € Hh, entonces 1A es un HA-bimédulo sumando
directo de A.

4. Si (Hj4 — A, s) es H-Galois a derecha y HA es un HA-bimédulo sumando directo de A,
entonces A tiene un elemento de traza 1 c, tal que ca = gs(a)c para todo a € Hy,

CororLArIO 3.45. Sean H un dlgebra de Hopf trenzada rigida y sea (A, s) un comodulo dlgebra
a derecha. Si H' es semisimple, entonces HA o5 un HA-bimédulo sumando directo de A.
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DEMOSTRACION. Sea T € fli tal que €(T) = 1. Por el Corolario 3.16 y la Observacién 3.17,
sabemos que g; = id y por lo tanto ¢ = 1 satisface la condicion del item (3) de la Observacion 3.44.
O

El siguiente resultado generaliza los items (1) y (3) de la Observacion 3.44.
PROPOSICION 3.46. Sean B una k-dlgebray M un (A#H', B)-bimédulo.

1. Si existe un elemento ¢ de A de traza 1, entonces ™ M es un B-sumando directo a derecha
de M.

2. Si existe un elemento c de A de traza 1, tal que ca = g4(a)c para todo a € HA, entonces
H\M es un (H}\, B)-sumando directo de M.

DEmosTRACION. Afirmamos que la funcién p: M — HM, definida por p(m) := (T'c) - m, es una
. + + .
proyeccion sobre M. En efecto, para cada m € M, es cierto que

plm) = (Te)-(m) = Y (Tay - ¢))(Ty, -m) = (T - cym = m,
(T).j
donde 3}; Ty ®c;® Tz), := (H® 5) o (A®A)T ® c). Esto muestra que la primera afirmacion
es verdadera. Para comprobar que también lo es la segunda basta observar que bajo la restriccién
adicional pedida en el item (2), la funcién p es HA lineal a izquierda porque, para todo a € ¥ 54,
tenemos:

pla-m)=Tca) -m= (Tg;l(a)c) -m=(@aTc)- m=a-({(Tc) -m)=a-pm),
donde la tercera igualdad vale por la compatibilidad de s con Ay e. O

Recordemos que un anillo A tiene el niimero de base invariante si en cada A-médulo M libre
cada par de bases de M tiene igual cardinal. Dado tal anillo y un A-médulo libre M a izquierda,
denotemos por [M : A]; la dimension de M como A-médulo a izquierda. Andlogamente si M es
un A-mddulo libre a derecha, entonces [M : A], denotara la dimensiéon de M como A-mddulo a
derecha. El siguiente resultado generaliza el Corolario 8.3.5 de [24] y su prueba es similar a la
dada alli.

Cororario 3.47. Sean H un dlgebra de Hopf trenzada rigida y (A, s) un H-comddulo dlgebra
a derecha. Se cumplen las siguientes afirmaciones

1. Si A#H' es simple, entonces (H1A — A, s) es H-Galois.

2. A#H' es simple y cualquiera de las condiciones de la Proposicion 3.42 vale si y sélo si la
extension (H;\ — A, s) es H-Galois y HY es simple.

3. A#H' es simple y artiniana si y sélo si HA Jo es, A es un HA-médulo libre a izquierda y
derecha de rangon = dimH y A#H' ~ Mn(Hh).

DEemosTrACION. (1) A partir de la Proposicion 3.29 sabemos que [A,A] = ATA es un ideal

bildtero de A#H'. Por lo tanto, si A#H es simple, entonces A#H T =[A,A] y por el Teorema 3.34,
(HA < A, 5) es H-Galois.
(2) Asumamos que A#H' es simple y que vale cualquiera de las condiciones de la Proposi-
cién 3.42. Entonces, por el item (1), la extensioén (HI4 — A, s) es H-Galois. Por ende, la Propo-
sicién 3.42 implica que A#H" y HA son equivalentes Morita y asi HY es simple. Reciprocamente,
asumamos que (H}\ — A, s) es H-Galois y HY es simple. Por la equivalencia entre los items (1) y
(2) del Teorema 3.34, la funcién 7: A — HA no es nula, y dado que su imagen es un ideal bil4tero
de 7 1-4, es sobreyectiva. Luego, nuevamente por la Proposicién 3.42, A#H' y ¥ A son equivalentes
Morita y asi A#H" is simple.
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(3) Asumamos que A#H es simple y artiniana. Luego, es von Neumann regular, y entonces existe
x € A#H' tal que T = TxT. Por la Proposicién 3.39 la funcién 7 : A — A es sobreyectiva. Luego,
por la Proposicién 3.42, A#H' y #'A son equivalentes Morita, y asi, /A es semisimple y artiniana.
Se deduce entonces del lema de Artin-Whaples que A es un HA-médulo libre a izquierda, digamos
de rango m. Pero, por el Teorema 3.34, sabemos que

A#H" ~ End(Ay,) = Myu(TA).
Entonces i i

m? = [A#H" : "A), = [A#H" : A)[A : P A = nm.

Luego m = n. Andlogamente A es un HA_médulo libre a derecha de rango n. La afirmacién
reciproca es trivial. O

TroreEMA 3.48. Sean H un dlgebra de Hopf trenzada rigida y (D, s) un H-comddulo dlgebra a

derecha, donde D es un anillo de division. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. (Hb — D, s) es H-Galois.

[D : #D], = dim H.
[D : #D]; = dim H.
D#H' es simple.
D es un D#H'-médulo a derecha fiel.
D es un D#H'-médulo a izquierda fiel.

S

DEemosTRACION. Argumentando como en [24, Theorem 8.3.7] se ve que (1) = (5), (1) = (6),
B)=4),6)=4),2)= 1)y 3)= (). El Corolario 3.47 implica que (4) = (1), (1) = (2) y
1= A3). O

EsempLo 3.49. Sea H el dlgebra k[X1/{X?), provista con la estructura de dlgebra de Hopf
dada por

AX)=10X+X®1 y c(X®X)=-X®X.

Es fécil verificar que H' ~ H. En efecto, si €,&x es la base dual de 1,X, entonces la funcion
1 — € X — &x es un isomorfismo. En [11, Example 2.4] se mostré que si

1. a: A — A es un automorfismo,

2. 0: A — A es una a-derivacion,

3. 0oa+ao0d=0,

4. 6* =0,
entonces las formulas

séx®@a)=a@)®éx y  péx®a)=6a)
definen una transposicion s: H' ® A - A® H' y una s-accion p: H' ® A — A. Por la Proposi-
cion 3.13, la funcion
b(s_l): H®A — AQH,
definida al comienzo de la Seccion 2 de este capitulo, es una transposicion y, por el Teorema 3.22,
sabemos que (A, "(s71Y) es un H-comédulo dlgebra a derecha via la aplicacion v,: A — A® H,
introducida luego de la Proposicion 2.28. Un cdlculo directo muestra que

GHXea) = @eX y vi@=a®l+a'losae®X
Los siguientes ejemplos concretos satisfacen las hipotesis del Teorema 3.48.

1 k=Q A=Q(V2), ala+bV2)=a-bV2ysa+bV2)=b.
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2. A el cuerpo de series de Laurent ), a;Y i con coeficientes en k, a(Y, a;Y") = Y(=1)'a;Y'y
(X a;Y) = Y api Y2

En efecto, en el primer ejemplo HYp = Q y entonces [A : HTA], =2 =dimH, y en el segundo
HA = (3. ay Y} y por ende [A : A], =2 = dim H.

De aqui en adelante, dado H-espacio trenzado a izquierda (V; s), denotaremos con s a la fun-
cién (7)™

Sean H una bidlgebra trenzada rigida y (A, s) un H-comédulo dlgebra a derecha. Entonces

(A, (sH") es un HT-médulo dlgebra a izquierda. Consideremos el producto apareado A#H' y
escribamos

S=(A®cy)o(s™) ®@H).

Observemos que, con las notaciones de la Proposicion 2.83, tenemos § = (ﬁb. Por la Proposi-
cién 2.84, sabemos que (A#H', §) es un H'-comédulo dlgebra a derecha via v := A ® Ay+. En
consecuencia, por el Teorema 3.22, el par (A#H', (571)") es un HT-médulo 4lgebra a izquierda
via p,,. Denotemos con ¥ * (a#¢) a la aplicacion p,, (¥ ® a#p).

Sea H un dlgebra de Hopf trenzada rigida. Dada una integral a izquierda no nula 7 € H'
denotemos con 7~ la tinica integral a izquierda de H'" tal que 7(T) = 1. Observemos que 7~ = **,
donde ¢ es la integral a izquierda de H que satisface que 7'(¢) = 1.

Proprosicion 3.50. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

I Y = (A®cyiiyt) o GO HY).
2.7 «xT =e.

DEemosTrACION. (1) Un célculo directo muestra que si (V, sy) y (W, sy) son H %—espacios tren-
zados, entonces

(syaw)” = (V& (53" 0 (s @ W),
Usando esto, resulta inmediatamente que

G =8} o GOH) = (A8 cyiy) o GOH).

(2) Sean ¥ € H'" y ¢ € H'. Usando la Figura 31 y que T y 7 son integrales a izquierda que

W (1#)= @ @M
J

FiGura 31

satisfacen que 7 (T) = 1, obtenemos que 7 = T = €. O

La siguiente observacion es una adaptacion de [7, Remark 0.1].
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OBSERVACION 3.51. Sea (Hf4 — A, s) una extension H-Galois a derecha. Por el Teorema 3.34
existe 3; X; ® yi € A ®y, *A tal que ;[ x;, yi] = 1. Entonces, para todo a € A,

a= Z[Xi,)’i] ca= Z xi(yi,a) = Z xT - (yia)

] ]

a=a«< Z[Xis)’i] = Z(a, Xi) > yi = ng(T (ax))y; = Z q (T - g5(ax)yi,

donde q € k es tal que c:(T ® T) = qT ® T y la ultima igualdad puede verificarse fdcilmente
usando el Corolario 3.16 y el Lema 2.66. En particular,

1= 5Ty = Z g (T - gs(x))yi.

1

Ademds, por los teoremas de Morita, la sobreyectividad de [—, -] implica su inyectividad. Por lo
tanto,

1 SiY,ui®v; € A ®riy 8A satisface que ) ;lu;,vila = gs(a) X;lui, vi]l para todo a € A,
entonces

Z gs(@u; ® v; = Z u;i ®via paratodo a € A.
i i
2. 85iY,ui®v; €A Ry A es tal que Y ;[u;, vi] € Cpppi(A) (el centralizador de A en A#HY),
entonces
Z au; @ v; = Z u; ® via paratodo a € A.
i i

El siguiente resultado generaliza el Teorema 1.8 de [7] y su demostracion sigue de cerca la

dada en dicho trabajo.

Teorema 3.52. Sean H un dlgebra de Hopf trenzada rigida y (A, s) un H-comddulo dlgebra a
derecha. Asumamos que (TA — A, s) es una extensién de Galois. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. A/Hj4 es separable.

2. Existe w € A#H' tal que T *w = 1 y wa = g;'(a)w para todo a € A.

3. A es un sumando directo de A#H' como A-bimddulo.

4. Sea Yy Xi ® yi € A ®yiy A tal que Y icqlxi,yil = 1. Existe ¢ € A tal que Yicy xicyi = 1y
ac = cgs(a) para todo a € Hy,

DEMOSTRACION. (1) = (2) Sea ) jc;a; ® bj un idempotente de separabilidad de A/ HY. Sea

wi= > g;la)Th; e A#H',
jeJ
donde g, es como en el Teorema 2.20. El Corolario 3.16 implica que g; = g5. Usando este hecho,
que A =" 'T(A#HT) y la Proposicién 3.50, obtenemos

Txw= > aiT «Tbj= ) ahj=1.
jeJ jeJ
Ademas,

wa = ng_l(aj)Tbja = ng_l(aaj)Tbj = g;l(a)w,
jel jel

paratodoa € A, dado que } je;a;®bja =3 ic;jaa;j®b;.
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(2) = (1) Dado que gy [, —] son funciones biyectivas, existe ;c; u; ® v € A Q1 A, tal que
D lgs @, vil = w.
i€l

Ademéds, puesto que

D gy (@), vil = g5 @w = wa = Y g7 (), vial,

iel iel
se tiene
Zau,-@v,- = Zu[@)via.
iel iel
Finalmente,
Z uv; = Z w T *Tv; =mT = (Z ggl(ui)Tvi) =T = w.
iel iel iel

(2) © (3) Esto se sigue inmediatamente del Corolario 3.16 y el item (3) de la Observacién 3.44
aplicada al H'"-médulo dlgebra a izquierda A#H .
1)=> @) SeaYa;®b; € A iy A un idempotente de separabilidad de A/Hfé\. Escribamos ¢ :=
2 q‘lajT - 8s(bj), donde g € k es tal que ¢+ (T ® T) = gT ® T. Por la Observacién 3.51,
Z xXicyi = Z g~ xiaiT - g(bj)yi = Z q'a;T - gs(bjxp)y; = Z ajbj =1,

ij ij

1

J
donde la segunda igualdad se deduce del hecho de que

inaj@)bj = Zaj@)bjxi.

J J
Ademais, usando que ) a; ® b; es un elemento de separabilidad y la Proposicion 2.59, podemos ver
que

ac =Y g laa;T - gb) = ) q 'a;T -gs(bja) )" a7 ;T - g,(b)gs() = cgy(a)
J J j
para todo a € HA.
(4) = (1) Puesto que ac = cgs(a) paratodo a € Hj4, la funcién
T:A®y, A — A ®yiy A,
dada por Y(x ® y) = xc ® y, estd bien definida. Sea

Zai@)bi=Zx,~c®y,-=T(in®yi].

l 1

1

Por el item (2) de la Observacion 3.51, laigualdad }; aa; ® b; = }}; a; ® b;a se satisface para todo
a € A, y por hipétesis, Y, a;b; = 3; xicy; = 1. O

CoroLARIO 3.53. Sea H un dlgebra de Hopftrenzada semisimple. Sea t una integral a izquierda
de H tal que €(t) = 1. Sea A#¢H un producto cruzado en el sentido de la Definicion 2.74. Si f es
inversible, entonces A#H es una extension separable de A.

DEMOSTRACION. Sea s la transposicion de H sobre A. Por el Teorema 2.87 sabemos que (A —
A#¢H, §) es una extension de Galois a derecha. Por lo tanto, por el Teorema 3.52, el comentario
que sigue al Teorema 1.28, y la Observacién 2.21, debemos elegir un w € (A#fH)#HT tal que
bw = wb para todo b € A#yH y 7 * w = 1. Pero un célculo sencillo muestra que w = 1#1#e
satisface estas condiciones. O
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El siguiente resultado generaliza un teorema debido a Doi.

CoroLARrIO 3.54. Sean H un dlgebra de Hopf trenzada semisimple y (A, s) un H-comodulo
dlgebra a derecha. Sea t una integral a izquierda de H tal que €(t) = 1. Si (Hj4 — A, s) es una
extension de Galois, entonces A/ HY g separable.

DemosTtrACION. El elemento w := 1#e¢, satisface la condicion (2) del Teorema 3.52. O

Notemos que el Corolario 3.53 es un caso particular del Corolario 3.54.

Recordemos que una bidlgebra trenzada H es coconmutativa si cyoAy = ¢y y cg es involutiva.
Los siguientes resultados generalizan el Teorema 1.11 de [7].

TrorREMA 3.55. Sean H un dlgebra de Hopf trenzada rigida coconmutativa con trenza c y
s: H® A - A ® H una transposicion. Sea A#yH un producto cruzado en el sentido de la Defini-
cion 2.74. Si existe una integral a izquierda t de H y un elemento c de A tal que:

l. t-c=1,

2. c(t®h)=h®tparatodo h € H,
3. s(h®c) =c®hparatodoh € H,
4. s(t®a) =a®tparatodoa € A,

entonces A#Hes un extension separable de A.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 2.87 sabemos que (A < A#¢H,’s) es una extension H-Galois
a derecha con transposicién s = (A ® ¢) o (s ® H) y coaccién v = A ® A. Sea

y: H— A#;H
la funcion definida por y(h) = 1#7h 'y sea y~!la inversa de y respecto de la convolucién. Sea
w = (v (ua)H#T)(ct pupytte),

donde u = S(f)y T es una integral a izquierda de H' que cumple que 7'(¢) = 1. Por el Teorema 3.52
(aplicado a (A — A#yH)) debemos ver que

T xw = 1#71#e y w(attyl) = (a#trDw,

paratodoa € Ayl € H. Sea 3 HIT® (A#/H) — (A#/H) ® H'" como en losd comentarios que
preceden a la Proposicion 3.50. Por el Corolario 3.16, sabemos que g= = g5 = id. Por lo tanto,

T xw = (y " (uay)#e)(T * (1#,1#T))(cHruc)te)
= (v~ (wqyte)(chrucyte)
= (7 (uqy)He)(1# ruyte)(S (ug)) - cH s l#e)
= S(u) - ctyl#te
= 1#/1#e,

donde la segunda igualdad se deduce del item (2) de la Proposicion 3.50 y la tercera de la hipétesis
y del hecho de que, puesto que H es coconmutativa,

(H®c)o(A®S)ocA=(HRSQ®H)o(H®c)o(H®A)oA=(H®S ®H)o (HQA)oA.
Por la biyectividad de
[—, —1: A#H ®4 A#eH — A# H#H',
para verificar que w(a#l) = (a#l)w, alcanza con probar que para cada z € A#H,
2y ) ®a cy(ue) = v~ (ua)) ®4 cy(ue)z.
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Seaz=aecA. Parahe Hyb € A, escribimos }; b; ® h; = s(h ® b). Dado que

heb =" yha) bt 1)y (),
i
tenemos que
-1 _ -1 -1
Y (ua)) ®a cy(up)a = Z)’ (u1y) ®a cy(ue)aify (u@s),)yu@),)
ij
= Z Y ) rue)aiy™ (u),) ®a cy(u),)
ij
= Z aiy” (ua),) ®4 cy(uw),)
ij
= ay”(ua1y) ®a cy(u)).
Ahora sea z = 1#1. Para h,h’ € H, escribamos }; h} ® h; := c(h® h’). Como

F Iy = vy, )y~ (hay ),

es cierto que

¥ (uqy) ®a cy(up))z = Z ¥ uay) ®a cf(uay, L,y ue,lo)
;

= Z Y ) flu, k) ®a cy(ue) o)
i

= Z Y,y k) ®a ey, L)
ij
=2y (u)) ®a cy(u).
Esto completa la demostracién. O

CoroLARIO 3.56. Bajo las hipdtesis del Teorema 3.55, si A es semisimple y artiniana, entonces
A#¢H también lo es.

Lema 3.57. Sean H un dlgebra de Hopf trenzada rigida y H' una subdlgebra de Hopf trenzada

"
de H. Seat' € H' \ {0} una integral a izquierda. Si H' es semisimple, entonces existe T € J;H tal
queT -t =1.

DemostrACION. Como & es un cuerpo, es suficiente probar que 7 + ¢ # 0. Supongamos que
T + ¢ =0y escribamos A(t') := }; s; ®1t;, donde {s;} y {#;} son bases de H’. Por la independencia
de los {s;}, de las igualdades
0=Tsw ¢ = sT()

4
se deduce que T(#;) = 0 para todo i, por lo que T(H’) = 0. Pero esto contradice el hecho de que
eT)=T()#0. m]

TeOREMA 3.58. Sean H un dlgebra de Hopf trenzada semisimple y H C H' una subdlgebra

. + +
de Hopf trenzada de H'. Sean T’ € le MO}y T € le \{0}. Asumamos que existe o, € H tal
queT =T ¢ =yT’. Si (A, s) es un H-comddulo dlgebra de Galois a derecha con un elemento de

traza ly (sHY(H” ® A) C A® HT, entonces H?A/H}\ es separable.
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DEmosTRACION. Seguiremos de cerca la demostracién de [7, Theorem 1.15]. Sea

Xi ®y; EA®HJE4A

1

tal que ) ;[x;,y;] = 1 y sea ¢ € A un elemento de traza uno. Afirmamos que

DT 5@, T - (il - ©)

es un idempotente de separabilidad de A /% A. Por el Lema 3.57 sabemos que existe una integral
aizquierda 7 of H'' tal que 7 T’ = . Como

Z(T’ Xy =T = Z(T’ x)Tyi =T * Z T'xTyi=T *T' = e,

1 ]

es cierto que

DT )T il =T Y AT - x)Oilp- ) =T (p-¢) = (T'p) - e =T-c= 1.

Para completar la demostracion sélo resta verificar que

DT xi®uy T (ilg ) = ) T i@y T (il - )w (8.25)

para todo w € #A. Para probar (8.25) usaremos que, para todo w € H+:4,
L 2T - x)T il - c)w) = w,
2. 2T - (wx)T'(yilp - ©)) = w,
3.7 -jle- T - (wx)) =T - (T" - (g - Iw)xy).

La demostraciéon de 1) es similar a la de 2) pero més sencilla. Veamos entonces que vale 2).
Observemos primero que existe un dlgebra de Hopf trenzada cociente H’ of H tal que H™ ~ H'T.
Puesto que H es semisimple, la funcién g; introducida en el Teorema 1.28 es la funcién identidad.
Por el Corolario 3.16 tenemos ademds que g1y = id y, en consecuencia,

(s W(T®a)=a®T paratodoa € A.
Analogamente, dado que H’ es semisimple,
(s Y (T'®a)=a® T paratodoa € A.

Ademéds, por la Observacion 3.17 sabemos que cy+(T®7T) = T®T . Por lo tanto la Observacién 3.51
implica que

a= Z xiT - (yia) = Z(T - (ax;))y;, paratodoa € A.
i i
Usando todos estos resultados obtenemos que
DT )T it ) =T+ Y (T - wx)yilp - ) = T+ (wlp - ©)

=wl’"-(¢-c0)=wT'¢)-c=wT -c=w.
Verifiquemos ahora vale (3). Un calculo directo que
T-(jle- T - (wx) =T - (le- W’ - x;))
=y (T"- il T’ - x)))
=T -(T"- 0jlp - Iw)xy).
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Ahora la siguiente cuenta

D oW x) @y T - il @) = D T (wxi) sy T - (ilp - ©)

1

= zl:(r’ “xX)T - jle - OT" - (wx) @iy T' - (il - ©))
i

= Z T xj @, T - i@ - OT - wxi)T’ - (yi(g - ©))
L

- Z T xj @ T - (T" - (i@ - OWIXNT” - (i - ©))
i

= Z T xj®yy T' - (vjlg - c)w)

J
= YT X @y, T - (il - )W,
i

en la que la segunda igualdad se deduce de 1), la cuarta de 3) y la quinta de 2), prueba que se
satisface la igualdad (8.25), como queremos. O

Sea G un grupo finito. Las estructuras de k[G]-mddulo dlgebra fueron descriptas en el Teore-
ma 2.19 y el Ejemplo 2.78.

CoroLARIO 3.59. Sea (A, s) un k[G]-modulo dlgebra. Si A tiene un elemento de traza 1, enton-
ces para cada subgrupo G’ < G la extension °A/ A es separable.

DEemosTrRACION. La demostracion dada en [7, Corollary 1.18] funciona sin problemas en nues-
tro contexto. ]

CoroLArIO 3.60. Sean H un dlgebra de Hopf trenzada semisimple y H Y ¢ HY una subdlgebra
de Hopf trenzada de H'. Sean

HY H'
T’ Efl \oy y  Te \{0}.

1
Asumamos que H' también es semisimple, que T(1) = 1y que existe ¢ € H' tal que T = T’ . Si
(A, s) es un H-comodulo dlgebra de Galois a derecha y
(sHYH"®A) cA0HT,
entonces ™A / HA es separable.
DEemosTrAcION. El elemento ¢ = 1 es un elemento de traza 1 porque (7)) = T(1) = 1y
e(T’) # 0, dado que
1 =€) = e(T)e(yp).
Como T = S(T) = S(p)S(T") = S()T’, se satisfacen las hipétesis del Teorema 3.58. El resultado
se sigue inmediatamente de dicho teorema. O
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Capitulo 4

Extensiones cleft de una familia de algebras de
Hopf trenzadas

En el trabajo [19], los autores asociaron una k-algebra de Hopf Hyp, con cada dato D :=
(G, x, z, 1), consistente de :

un grupo finito G,

un caracter y de G con valores en k,

un elemento central z de G,

un elemento A € k,

tal que y" =10 A(Z" — 1) = 0, donde n es el orden de y(z). Como algebra Hyp estd generada por
los elementos de G sujetos a las relaciones de G, y x sujeto a las relaciones

xg = x(g)gx paratodoge G y  X'=a("-1).
La estructura de coalgebra de Hp estd determinada por

A(g):=g®g parageQa, Ax) =1®x+x®z,
e(g):=1 paragegG, e(x):=0,

y su antipoda estd determinada por las igualdades
S@=g"y S=-x".

Como se sefialé en [19], el conjunto {gx™|g € G,0 < m < n} es una base de Hp como espacio
vectorial. Consecuentemente dim Hp = n|G|. Las dlgebras Hyp son llamadas dlgebra de Hopf de
rango 1. El ejemplo mds simple es el dlgebra de Taft H,» (n > 2), que es el dlgebra de Hopf de
rango 1 obtenida tomando D := (Cy, x, g, 1), donde C,, = (g) es el grupo ciclico de orden n and
x(g) es una raiz primitiva de orden n de 1.

En [25] Masuoka estudi6 las extensiones cleft de las dlgebras de Taft, dando una descrip-
cion elegante de sus productos cruzados. En [14] la descripcién de Masuoka fué reproducida con
pruebas simplificadas, y estudiando esta descripcién derivaron varias consecuencias interesantes.
Con esta motivacion, en este capitulo se introduce una familia de dlgebras de Hopf trenzadas que
generaliza a las dlgebras Hp, y se estudian sus extensiones cleft.
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1. Una familia de algebras de Hopf trenzadas
Sea G un grupo finito, y : G — k* un caracter, U € kG, donde kG denota el dlgebra de grupo de
G con coeficientes en k 'y n € IN mayor que 1. Sea & := (G, x, U,n) y escribamos U := 3 ,c A,g-
Proposicion 4.1. Existe un dlgebra asociativa Bg tal que

- Bg es generada por G y un elemento x € Bg \ kG,
- B:={gx' : g€ Gy0<i<n}esunabase de Bs como k-espacio vectorial,

- la multiplicacion de elementos de B estd dada por:
i x'(h)ghx™/ sii+j<n,
gxthad = X L,
X' (WghUx™T™ sii+ j=n,
sty s6lo si Apgp-1 = x"(h)Ag para todo h,g € Gy x(g) = 1 para todo g € G tal que g # 0.

DEMOSTRACION. Sea V := kxo®- - -®kx,_1, donde xo, ..., x,—1 son indeterminadas. Probaremos
el resultado mostrando que existe un dlgebra asociativa y unitaria kG#V, con espacio vectorial
subyacente kG ® V, cuya multiplicacién cumple que

(1®x)(g®x9) = )(i(g)g ®x; paratodoiytodoge G

L P,
siy solo si

1. x(g) = 1 paratodo g € G tal que 4, # 0,

2. Apgit = X" (M)A, paratodo h, g € G.

Por la teoria de productos cruzados desarrollada en [S], para ello serd suficiente verificar que las

funciones
O:VRKkG — kG®V y F:VV —>kG®Y,
dadas por
D(x; ® g) := X' ()8 ® x;
y

lg®xiy; Sli+j<n,
F (i ®x)) = e
: U®xjyjn Slitj=n,
satisfacen que

Oxi®lg)=1®x D(xp ® g) = g ® x0, F(xo ® x;) = F(xi ® x0) = 16 ® x;,

donde el simbolo X denota a @, si y sélo si las condiciones (1) y (2) se satisfacen.
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Por las definiciones de ® and ¥, las primeras cuatro condiciones se cumplen. Asumamos que las
otras también se satisfacen. Evaluando la quinta en x; ® x,—; ® & vemos que

> Agh®xo= ) x"(Mighg@xy paratodo g, h € G,
geG geG
o0 equivalentemente,
Apen1 = X" (W)Ag  paratodo g,h € G,
y evaluando la sexta en x| ® x,—; ® x| tenemos que

x(g) =1 paratodo g€ Gcondg # 0.

Reciprocamente, un célculo directo prueba que si estos hechos son ciertos, entonces se cumplen
las igualdades en los tltimos dos diagramas. O

CororarIo 4.2. Si hay un dlgebra Bg que satisface las condiciones pedidas en la Proposi-
cion 4.1, y existe g en el centro Z.G de G con A, # 0, entonces " = 1.

OBSERVACION 4.3. Es claro que si existe, entonces Bg es una k-dlgebra unitaria con unidad
16x°, que kG es una subdlgebra de Bg y que Bg es tinica salvo isomorfismo.

OBSERVACION 4.4. Usando que Bg tiene dimension n|G| es fdcil ver que es candnicamente
isomorfa al dlgebra generada por el grupo G y el elemento x sujetos a las relaciones X' = U y
xg = x(g)gx para todo g € G.

Por la Observacion 4.4 es claro que existe un morfismo de dlgebras €: Bg — k tal que e(x) = 0
y €(g) = 1 paratodo g € G siy 5610 si Y,,cq Ay = 0. Asumamos que éste es el caso. Dado ¢ € k*,
sea
Cq: Bs ® Bs — Bg ® Bg
la funcién definida por cq(gxi ® hx’/) = q" hx/ ® gx'. Es fécil verificar que ¢4 €s un operador
trenzado que es compatible con 1, y €. Ademads, un calculo directo muestra que ¢, es compatible
con la multiplicacién de Bg siy sélosi U =00 ¢g" = 1.

ProPOSICION 4.5. Sea & como al comienzo de esta seccion, z € Gy q € k*. Asumamos que Bg
existe, (¢" = 1)U = 0y X o Ag = 0. Entonces, el dlgebra Bg es una bidlgebra trenzada con trenza
cq y comultiplicacion A definida por

Ax)=1®x+xQz y Ag):=g®g parageG (1.26)
siy solo si (Z)q)((z) =0paratodo0<s<n, z€ZGyU= A" - 1) para algiin A € k.

DemostrACION. Dado que Bg es generado por el grupo G y el elemento x sujetos a las relacio-
nes x* = Uy xg = x(g)gx para todo g € G, existe un morfismo de dlgebras

A: Bs — Bg ®cq Bg
tal que (1.26) se cumple si y solo si las igualdades
(h®h)(g®g) =hg®hg,
(1x+x02)(g®g =x(@ER)(1®x+x®72)

(1®x+x®z)"=Z/lll®l (1.27)
leG

valen en Bg ®, Bg para todo h, g € G. La primera igualdad es trivial, mientras que la segunda es
equivalente a
X(8)g®gx+gx®zg) = x(g)g®gx+gx®gz)  paratodog €G,
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y por lo tanto se satisface si y solo si z estd en el centro de G. En cuanto a la dltima, observemos
que, en Bg ®c, Bs,

(I®x)(x®z) = qx(@) x®zx = gx(D)(x @ 7)(1 ® x),

y asi, por la férmula (3.4),

n n
n n
I®x+x®2)" = Z( ) x®2)°0ex)"" = Z( ) @'
S N
qx(2) ax (@)

s=0 s=0
Por lo tanto, la igualdad (1.27) es verdadera si y sélo si
n
n
Z() xs®zsx”_s:Z/lzl®l,
s
s=0 \W/ qx(@ leG
lo cual es claramente equivalente a que

(n) =0 paratodo0<s<n,
$Tax )

Zﬁ,l@l: 1@X"+x"®7"=10U+U®7" = Zl@ﬂ,ﬂZﬂﬂ@z".
leG leG leG
Si 7" = 1¢ esto sucede si y sélo si 4; = 0 para todo [ € G, mientras que si 7" # 1g, si y s6lo si
Ay =0paratodo ! # 1G,7" y A;» = —4,;. De paso esta cuenta muestra que si A existe entonces la
aumentacion € introducida antes estd bien definida. Asumamos ahora que existe un tal morfismo
de dlgebras A. Es facil ver que A es coasociativa y que € es su counidad (alcanza con verificar estos
hechos para x y g € G). Ademads por la férmula (3.4),
r
A(gx") := Z (r) ERex®2)’'1ex) = Z (r) gx' ®@g’x
s=0 qx(2) s=0 5 qx(2)

r

para todo g € Gy r > 0. Usando esto es ficil ver que ¢, es compatible con A, lo que completa
la prueba, porque ya sabemos que c, también es compatible con 1p,, la multiplicacién de Bg y la
funcion e. O

OBSERVACION 4.6. Es fdcil ver que (7)%@) = 0 implica que (qy(z))" = 1y que si qy(z) es una

raiz n-sima primitiva de la unidad, entonces (’Y‘) )= 0 para todo 0 < s < n.

qx(z
Cororario 4.7. Cada dato D = (G, x, z, 4, q) que consiste de:
- un grupo finito G,
- un caracter ) of G con valores en k,
- un elemento central 7 de G,
- elementos g € k* y A € k,

tales que

- qx(2) es una raiz de 1 de orden n mayor que 1,

-siA(Z"—=1)#0, entonces " =1yq"* =1,
tiene asociado un dlgebra de Hopf trenzada Hyp. Como dlgebra, Hy es generada por el grupo G
y el elemento x sujetos a las relaciones

X'=A"-1) y xg=x(g@gx paratodoge G,
la estructura de codlgebra de Hy estd determinada por
A(g) :=g®g para g € G, Ax)=1®x+x®z,
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€(g) :=1 para g € G, e(x) =0,
la trenza c, de Hyp estd definida por
cq(gxi ® hx') := ¢" hx'/ ® gx',
y su antipoda estd dada por

S(g¥) = (-1 (gr@) T 2z (128)
Ademds, como espacio vectorial Hy tiene base
{gx':ge€eGy0<i<n),
y por lo tanto, dim(Hyp) = n|G|.
DEMoSTRACION. Sean & := (G, x, A(Z" — 1),n) y Bg el dlgebra obtenida aplicando la Proposi-
cién 4.1. Por la Proposicion 4.5, sabemos que Bg tiene una estructura de bidlgebra trenzada con

comultiplicacién, counidad y trenza como en el enunciado. Denotemos con Hy) a esta bidlgebra.
Resta verificar que la funcién S dada por (1.28) es la antipoda de Hy. Puesto que

S O,u(gxi ® hx') = pHo(§®S8)o cq(gxi ® hx'),
para ello sera suficiente verificar que
SX)+xS@Q=SMx+SXx)z=0 y S(gg=gS(g =1 paratodogeG,
lo cual es evidente. O

OBSERVACION 4.8. Si A(7*—1) =0, podemos asumir sin pérdida de generalidad (y lo haremos),
que 1 = 0.

OBSERVACION 4.9. Asumamos que n > 1. El corolario anterior también vale si la hipotesis de

que qx(z) es una raiz de 1 de orden n es reemplazada por ('Sl) =0paratodo) < s <nysin

qx(2)
es par, entonces qy(z)"'? = —1. A pesar de esto, de ahora en mds consideramos que qy(z) es una

raiz de orden n de 1.

2. Hgp-comoédulo algebras a derecha

De aqui en adelante D := (G, y,z,4,q) y Hp son como en el Corolario 4.7 y utilizaremos
libremente las notaciones y propiedades alli establecidas. Ademads, para abreviar expresiones es-
cribimos p := y(z). Comenzamos ahora con el estudio de los Hp-comddulo dlgebras trenzadas a
derecha. Sea Aut, ,(G) el subgrupo de Aut(G) que consiste de todos los automorfismos ¢ tales que

p@)=zyxod=yx.
Proposicion 4.10. Si (p,q) # (1,—1), entonces para todo Hp-espacio trenzado a izquierda
(V, s) es cierto que
s(kGV)=VekG,
sS(z®v)=v®z paratodov eV,
y existe a € Aut(V) tal que
s(x®v)=a(v)®x paratodov eV, (2.29)

DeMosTRACION. Escribamos

s(gxi ®v) = Z ﬂh"i/ Ve hx!.

&>
heG
0<j<n
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Puesto que S2(gx') = ¢"Vp~igx!, tenemos que

g Vp™ Z ,BZ:{ () ® hx! = ¢V pTis(gx' @ v)

heG
0<j<n
= s0(S2®V)(gxi®v)
=(V®S?) os(gx'®v)
B .
= D, Brlvmesi(h)
heG
0<j<n
= Z qj(j‘l)p_jﬁZ’{(V) ® hx!,
heG
0<j<n
y por lo tanto,
ﬁl;ﬁf + 0 = g/U-D-i=D) _ i, (2.30)

Usando ahora que s es compatible con A, obtenemos que

I
2 Z(f) Bep® ®hx' @ ey = (Vo Ao sigo)
qapr

heG =0
0<j<n
=(s®Hp)o(Hp®s)o(A®V)(g®V) 2.31)
=3 D Hhoslimenienyd.
heG heG
0<i<n 0<i’<n
Por ello,

i+ h,i+i’ 1 i< 1 */
(i)qpﬁg,o sih' =hzyi+i <n,

(2.32)
0 de otro modo.

hi ol _
BgooBey = {
Combinando esto con (2.30) obtenemos que
Bz:é 0= ,BZ:S #0paratodoi < j = g = pl parai < j.
En consecuencia, si ﬂz’é # 0 para algiin g € Gy j > 1, entonces p = ¢° = 1. Por lo tanto si
p # 1, entonces ,BZ’é =0paratodo g € Gy j > 1. Asumamos que p = 1. Si ﬁz’é # 0 para algin

g € Gy j > 2, entonces g¢> = p> = 1. Pero esto es una contradiccién, dado que implica que
n :=ord(gp) = ord(g) < 2 and j < n. De modo que

PN AOLEY sip#l,

s(g®v) = heG ' (2.33)
Z Brom @h+ Z Bro)@hx sip=1.
heG heG

Por otro lado, debido a que s es compatible con la counidad, se tiene que

Z ,82’8 =id paratodo g € G,
heG

lo cual, combinando con el caso particular de (2.32) obtenido tomando i = i’ = 0, muestra que

(ﬁg’g)hec es una familia completa de idempotentes ortogonales g € G. (2.34)

110



Extensiones cleft 2 Hgp-comodulo dlgebras a derecha

La igualdad (2.33) muestra que si p # 1, entonces s(kG ® V) C V ® kG. Asumamos ahora que
p =1yqg# —1. Usando que s es compatible con la multiplicacién de Hy obtenemos que

vel= s(g_1g®v)
=(veu)o(s®Hp)o(Hp®s)g ' ®g®v)

= D DB e BRI+ Y Y (DB o B () ® hix (2.35)
heG leG heG leG
> B 0 Bay(v) @ hix + > XDBL, o By () @ hid.
heG leG heG leG
En consecuencia ]
h=,0 1,0 .
DB o Blg = dy,
heG

lo cual por (2.34) implica que
ﬁz:izg(v) =v paratodove Im(ﬁzzg) yh,geG.

Dado que (ﬁg:g)heG y (,8?’_01 ’O)heG son familias completas de idempotentes ortogonales, de esto se
sigue que

ﬂZ:;:g = Bzzg paratodo h, g € G.
Combinando esto con (2.35), concluimos que

0= > xB, o B @hix+ Y > B o Bl (v) @ hix

heG leG heG leG
_ Z ZX(l)ﬁ o oﬂ B O(V) ® hix + Z Zﬁ Oﬂi;,lo(v) ® hix (2.36)
heG leG heG leG
= DB, ekt Y Brime,
heG heG
donde la dltima igualdad se sigue del hecho de que por (2.32)
h,1 .17 n,1 s 1
ol 7.0 ﬁg’O sih = hZ, 1.0 1 Bg’O sih’ = h,
le) = ’ [e] = ’ 237
B 8.0 'Bg,o {0 de otro modo, y B 80 ’Bg’o 0 de otro modo. ( )

Observemos que por (2.34) y la segunda igualdad en (2.37), las imagenes de las funciones ,BZ:(l)
estdn en suma directa para cada g € G. Por ello, a partir de (2.36) se sigue que si z # 1, entonces
,BZ:(I) = 0 para todo g,k € G, por lo cual por la igualdad (2.33) implica que s(kG ® V) C V ® kG.
Asumimos ahora ademds que z = 1. Entonces Prim(Hp) = kx y asi, por Proposicién 2.7 existe un
automorfismo a de V tal que

s(x®v)=a(v)®x paratodovelV.

Ademas, por la compatibilidad de s con ¢,
Zﬁzzg ocx(v)®x®h+qZ,BZ:(l) oca(v)®x® hx
heG heG
=(V®cy)o(s®Hp)o(Hp®s5)(g®Xx®V)

=(s®Hp)o(Hp®s)o(c;®V)(g®x®V)
:ZQOBZ:g(V)®x®h+ZQO,BSZ(])(V)@Jx@hx

heG heG
para todo g € G, y entonces
hO _ h0 h,1
aoByy = /3;0 ca y «a Oﬂgo aBgo o paratodoh,g€G. (2.38)
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Usando ahora que s es compatible con la multiplicacién de Hyp, obntenemos que

X(@) ) B0 o e ® hx+ x(8) ) By 0 av) ® h

heG heG

=(Veuwo(s®Hp)o(Hp®s)(x(8)g®x®V)
=(s®Hp)o(Hp®s)o(u®V)(x(8)g®@x®V)
=(®Hp)o(Hp®s)o(uURV)(x®g®V)
=(Veuwo(s®Hp)o(Hp®s)(xR@gQV)

= Z xhao ,BZ:g(v) ® hx + Z x(hao ,Bg:é ® hx?

heG heG
para todo g € G, lo cual combinado con (2.38) da

x(@)Brgoa=xhaopBry=x(h)Brgoa (239)
y
n,1 _ h,1 1,1
X@Bpea=xaof,,=xhgpB,,oa (2.40)

para todo g, € G. Dado que « es biyectiva, de (2.39) se sigue que si ,82’8

x(h). Combinando esto con (2.37), vemos que ,BZ’(I) 0= BZ’?) # 0 = y(g) = y(h). Por lo tanto

# 0, entonces y(g) =

de (2.40) se sigue que si existen g,k € G tal que ﬂz’(l) # 0, entonces ¢ = 1, lo cual es falso. Por

ello, ,82’(1) = 0 para todo g, h € G. Esto concluye la prueba de que s(kG ® V) C V ® kG. Una cuenta

similar, con s reemplazado por s~!

verdadera.

, muestra que s(kG ® V) 2 V ® kG, y entonces la igualdad es

Ahora volvemos al caso general y afirmamos que
1. B}f{ =0paratodohe Gy j=>2,
2. /5'}{} =0parah # 1,
3. ﬁ}} es biyectiva,
4. [328 =id yﬁg”g =Qparah # z,
5. ﬁ'f:? =0parah ¢ {1,z},

. 20 _  pl0 . . 1,0 _
6. Siz # 1, entonces 1= —ﬁl’l mientras que si z = 1, entonces ﬁl,l =0,

En efecto, s(kG ® V) C V ® kG significa que [)’Z ’é =0 paratodo g,h € Gy j > 0. Por lo tanto, por
la compatibilidad de s con A,

Z Z (J) ,Bil’{(\/) Qhx*hx’'" = (VOA) o s(x®V)
iG =0 \ap
0<j<n

=(®Hp)o(Hp®s)o (AR V)(x®V)
= > Brimele (2.41)

heG
0<j<n

[,j j
+ BBl eh.
h,leG
0<j<n

Esto implica que los items (1) y (2) son verdaderos y que
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(8) By =By 0By ¥ By o Bly = 0paratodo h € G\ (g,
) 11 =B 0By BYY = By o Bl paratodo h e G\ (1),
(10) Bi’:? 0,8;”8 =0 paratodo s € G.
Por los items (1) y (2) y la condicién (2.30),
ﬁi:i(v)@x sip#1,

e =16t o Y Emeh sip- . )
heG

Esto inmediatamente implica que ,BH es inyectiva. En efecto, si ,BH (v) = 0, entonces
s(x®v) € s(kGRYV),
y por ellov = 0, dado que s: Hp ® V — V ® Hp es inyectiva. El item (4) se sigue del item (8) y
la inyectividad de ,BH En consecuencia, por el item (9), tenemos que
ﬁ}l’z? = ﬂ}]‘:? o,Bi':g =0 paratodoh e G\{l,z},
lo que prueba que vale el item (5). Observemos también que por los items (4), (9) y (10),
g0 _ [Pl Bg = szl

1,1 ﬁiz?oﬁizgz() siz=1,
lo cual prueba que también vale el item (6). Combinando el item (4) con el hecho de que ,8% =0
paratodo h € Gy j > 0, s deduce que

sz®V)=v®z paratodov e V.

Ademas, por los items (5) y (6), la igualdad (2.42) se convierte en

Bri(v) ®x siptloz=1,
s(xev) =1 11 10 10 (2.43)
BriMex+p (Ml - (v®z deotro modo.

Ahora probemos que si p = 1y g # —1, entonces /3}:(1) = 0. Si z = 1 esto ya ha sido verificado.
Asumimos ahora que z # 1. Para abreviar expresiones escribimos « := ,BH yBi= [3}(1) Evaluando
(s®Hp)o(Hp®s)o(cy;®V) y (V®cy)o(s®Hp)o(Hp®s)
en x® x ® v para todo v € V, y usando (2.43) y que estas funciones coinciden, vemos que

ghoa=aof y qaof=foa.

Entonces g’ o = aof, y asi 8 = 0, dado que ¢*> # 1 y @ es inyectiva. por ende (2.43) se convierte
en

s(x®v)=a(v)®v paratodoveV.

Asi s(x®V) C V®x y un célculo similar con s reemplazado por s~! muestra que s(x®V) 2 V®x,

lo que inmediatamente prueba que @ es una funcidn sobreyectiva. O
En el resto del capitulo asumimos que (p, g) # (1,—1).

ProposicioN 4.11. Sea V un k-espacio vectorial. Dada una Aut,, ,(G)-graduacion

v= P %

ZeAut, (G)
de V y un automorfismo a: V — V que satisface:

- a(Vy) = Vy para todo { € Aut, (G),
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-a"=idsi A(Z"-1) #0,
el par (V,s), donde s: Hp ® V — V ® Hyp es la funcion definida por
s(gx™®v) = d"(v) ® L(g)X" para todov € Vy, (2.44)

es un Hp-espacio trenzado a izquierda. Ademds, todos los Hp-espacios trenzados a izquierda con
k-espacio vectorial subyacente V tienen esta forma.

DEemosTrACION. Es fécil verificar que la funcion s definida por (2.44) es compatible con la
unidad, la counidad, la multiplicacién y la trenza de Hp. Asi, por la Observacion 2.1, para verificar
que s es una transposicion a izquierda es suficiente verificar que

(s®Hp)o(Hp®s)o (AR V)(x®Vv)=(VRA)o s(x®V)

(s®@Hp)o(Hp®s)o(A®V)(g®v)=(V®A)os(g®v) forged,
lo cual es evidente.

Reciprocamente, asumamos que (V, s) es un Hyp-espacio trenzado a izquierda. Por la Proposi-
cién 4.10 y el Teorema 2.16, sabemos que existe una automorfismo « de V y una graduacién

v= P v
{eAU(G)
tal que
s(g®v)=v®l{(g) y s(x®v)=a(v)®x paratodoge GandveV,.
De nuevo por la Proposicién 4.10, sabemos también que
s(z®v) =vQ®z paratodoveV.
Ademas, si V; # 0, entonces {(z) = z. Sea g € Gy v € V; \ {0}. Un célculo directo muestra que
a(v) ® x{(g) = s(xg ®v)
= s(x(g)gx ®v)
= > oy ®x(@)d(@)

peAut(G)

= > ey @x(@w(e(e) xp(e).

peAut(G)
Dado que g es arbitrario, de esto se sigue que a(v)y = 0 para ¢ # {. Asi
aV))=Ve 'y xol=x.
Finalmente, supongamos que A(z" — 1) # 0. Entonces
vRAZ - 1D =s(A - DHv)=s(xX"®@v) ="M @x" =" (V) ® A" - 1)
para cada v € V, lo que muestra que " = id y completa la demostracion. O

Nuestro préximo objetivo es caracterizar las estructuras de Hgp-comoddulos trenzados. Sea
(V, s) un Hp-espacio trenzado a izquierda y sean

V= EB Ve y a: V-V
ZeAut, (G)
la descomposicién y el automorfismo asociados a la transposicion a izquierda s. Cada funcién
v:V—V®Hyp
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determina y es determinada por una familia de funciones

US: VoV  (g€G,0<m<n), (2.45)
via
v(v) = Z US(v) ® g™ (2.46)
geG
0<m<n

Proprosicion 4.12. El par (V, s) es un Hp-comodulo a derecha via v si'y solo si
1. Uf(Vg) C V¢ para todo g € G, { € Aut, (G) yi € {0,1},

(U(g))ge(; es una familia completa de idempotentes ortogonales,

Uf = Ug o Uf = Uf o ngpara todo g € G,

-1
Ui_ 1 UfOUfZO"'OUfZ/ paratodog € Gyl < j<n,

T Dy
n—1
UfoUf o---0Uf =0paratodog € G,
6. @o Ug=Ugoa/yqa/oU‘lgzU‘lgoa/paratodogeG.

A N

DEMOSTRACION. Paracadav e V,he Gy 0 <[ < n, escribamos

Ul = > Ulwy  con Uy € Vy.

peAut, - (G)
Dado que
(v®Hp)o s(gx" ®v) = Z Ulh(am(v)) ® hxl ® {(g)x™
heG
0<l<n
y

(V®cy)o(s®Hp) o (Hp®n(e" 8 = > > ¢"a"(U()s) ®hx' & p(a)x",

heG geAut, -(G)
0§l<n¢ Bt

la funcién v satisface la condicién (2.11) en la Observacion 2.27 si y s6lo si

DUl erdeix = Y > ¢"a"(Ul0)y) @ hx' @ g(g)x",

heG heG ¢eAut, (G)
0<i<n 0§l<n¢ x

para todo { € Auty .(G),v € V,, g € Gy 0 < m < n. Puesto que £, vy g son arbitarios, a(Vy) = V4
para todo ¢ € Aut, .(G), y a es biyectiva, esto se cumple si y sélo si

U\VHCV, y qaolU!=Uloa, (2.47)
para todo h, I, y £. Por otro lado, dado que e(gx’) = dp;, 1a funcién v es counitaria si y sélo si
Z Uf = id, (2.48)
geG

y dado que

m

(VRA)ov(v) = Z US(v) ® A(gx™) = Z Z (";) US(v) ® gx' ® gzl
qp

2€G geG 1=0
0<m<n 0<m<n
y
(v® Hp) ov(v) = Z V(Uf(v)) ®hx" = Z Z Uf(Uf(v)) ® gx' @ hy',
heG heG geG
0<r<n 0<r<n0<i<n
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es coasocativa si y sélo si

h
U}gOUrz{

Por lo tanto, para probar esta proposiciéon debemos probar que los items (1)-(6) son equivalentes
a las condiciones (2.47), (2.48) y (2.49). Es evidente que (2.47) implica la validez de los items (1)
and (6), mientras que los items (2) y (3) se siguen de (2.48) y (2.49). Finalmente, usando (2.49) de
nuevo es ficil probar por induccidn sobre j que los items (4) y (5) también se cumplen Recipro-
camente, asumamos que las funciones U;.g satisfacen los items (1)—(6). Es evidente que el item (2)
implica la validez de la igualdad (2.49). Afirmamos que

s s\ ul o sis+r<n,
Ul o USF = (" )q,, s (2.50)
0 sis+r>n.

(ZJ;r)qufH sih=gdyl+r<n, (2.49)
0 de otro modo. '

Por el item (2) esto es cierto si ¥ = s = (. Para verificarlo cuandor >0y s=00r=0y s > 0, es
suficiente notar que por los items (3) y (4),

Fof_ b e L p et
UpoUs = gy—Ugo Ui ool G Ve et =
g 1
o pifz f 2 fe f [z f
Us o Uy)® = Ujo---0U o Uy = Ujo---0U = Uy,
s 0 (s)!qp 1 1 0 (S)!qp 1 1 s
respectivamente. Asumamos ahora que r > 0y s > 0. Entonces, por el item (4),
vlouff= L Lyl ot ot ool

- ($)!gp (N'gp :
y la afirmacién se sigue inmediatamente a partir de los items (4) and (5). Observemos ahora
que (2.50) implica que
UloUl=UloU[ o U0 U!
lo cual, combinado con el item (2), prueba que
UloU"=0 sih#f2,
finalizando la demostracion de (2.49). O

CoroLARIO 4.13. Sea V un k-espacio vectorial. Cada dato consistente de

- una G x Aut, (G)-graduacion V = @ VerdeV,
(8:0))eGxAuty -(G)
- un automorfismo a: V — V tal que

" =id siA" =1 #0 y a(Vgr) = Vgr paratodo (g,0),
- una funcion U: V — V, tal que

Uoa=qgaolU, U'=0 y U(Vg,g)gngfl’{paratodo(g,é’),

determina univocamente un Hy-comddulo a derecha (V, s), en el cual

-s:Hp®V — V Q® Hyp es la transposicion a izquierda Hyy sobre V asociada como
en (2.44) con la funcion a y la Aut, ,(G)-graduacion de V

v @ V.  dondeV;:=(P Ve
JeAuty - (G) geG
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- la coaccionv: V — V @ Hy de (V, s) estd definida por

n—1
1 . o
v(v) := Z —U/(v)®7 /gx/ para todo v € V,,
!
0 qp

Vo= P Vee

JeAut, . (G)

Jj=

donde, para todo g € G

Ademads, todos los Hp-comodulos trenzados a derecha con k-espacio vectorial subyacente V tie-
nen esta forma.

DEMOSTRACION. Asumamos que tenemos un dato como en el enunciado. Entonces definimos
una familia de funciones como en (2.45), por

- Ug(v) := my(v), donde m,: V — V, es la proyeccion sobre V, en @hEG\{g} Vi,
- U‘f = UgOUOU(‘;Z,

= ,
—Uf.:(J.)L,U‘fOU‘fZO---OUfZ paratodo 1 < j < n.
qp

Debemos verificar que estas funciones satisfacen las condiciones pedidas en la Proposicién 4.12.
El item (1) se cumple porque

UV)cV, y Us(Vp) SV, paratodog € G,
los items (2)—(4) valen por la definicién de las funciones Uf , y el item (6) se cumple porque

a(Vgr) =V, paratodo (g,¢)

Uoa=qgaolU.

Probaremos ahora que vale el item (5). Como U" = 0, esto se seguird trivialmente si probamos

que
- J i .
U‘f ° Ufz 6. 0 U?’ZI l(v) _ U’(v) S% Ve ng.l’_[a ‘
0 siveVysconh# gzl

Claramente si v € V), con h # gz/, entonces ng',(v) =0,y asf

j-1 J=1 J
UfoUfo--oUf ()=Ufo---0Uf oUS(v)=0.
Resta considerar el caso en que v € V,; ». Procederemos por induccién sobre j. Si j = 1, entonces
Ui() = U o Uo Us'(v) = Us o U(v) = U(v),

porque U(v) € V, .. Asumamos que j > 1y que el resultado es cierto para j — 1. Entonces

US o U o0 UF ) = U oo U o U ) = U 0 0 UK o U = LT,

donde la dltima igualdad se sigue de la hipétesis inductiva y del hecho de que U(v) € Vi1 ..

Reciprocamente, asumamos que (V, s) es un Hp-comddulo a derecha viav: V — V ® Hyp.
Sean

V= @ Ve y a: V-V
feAut, -(G)
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la descomposicién y el automorfismo asociado a s. Por los items (1) y (2) de la Proposicién 4.12,
sabemos que para cada { € Aut, ,(G), las funciones Ug ’s determinan por restriccion una familia
completa (Ug : Ve = Vy)eec de idempotentes ortogonales. Sea

Ve =P Vee
geG
la descomposicidn asociada a esta familia. Claramente

v P Ve
(8.0)eGxAut - (G)

Por el item (6) de la Proposici6n 4.12, tenemos que @ o U = U3 o « para todo g € G. Dado que,
por la Proposicion 4.11 sabemos que a(V,) = V, para todo { € Aut(G), esto implica que

a(Vgr) = Vs para todo (g, ).
Definimos ahora una funcién U: V — V por
Up) = U‘lg(v) para todo v € V..

Por los items (3) y (5) de la Proposicién 4.12, se sigue que U" = 0, y utilizando la segunda
igualdad en el item (6) de la misma proposicion, obtenemos que @ o U = g U o . Finalmente, por
los items (1) y (3) de la Proposicion 4.12, tenemos que U(V, /) C V-1g, para todo (g, {).

Dejamos al lector la tarea de probar que la construccién dada en las dos partes de esta prueba
son reciprocas una de la otra. O

CoRrOLARIO 4.14. Con las notaciones del corolario anterior, V<O = Vi, Nker(U).
DemosTrACION. Esto es una consecuencia inmediata del Corolario 4.13. O
Proposicion 4.15. Sea B un dlgebra. Si

B= P B (2.51)
eAut, (G)°P

es una Aut, (G)°?-graduacion de B como dlgebray a: B — B un automorfismo de dlgebras que
satisface

- a(B;) = By para todo { € Aut (G),

-a'=idsi A" - 1) #0,

entonces la funcion s: Hp ® B — B ® Hp, dada por
s(gx" ®b) = "(b) ® {(g)x™ paratodo b € By, (2.52)

es una transposicion a izquierda de Hy sobre el dlgebra B. Ademds, todas las transposiciones de
Hy sobre B tienen esta forma.

DEemosTrACION. Por la Proposicion 4.11 para probar esto es suficiente verificar que la férmu-
la (2.52) define una funcién compatible con la unidad y la multiplicacién de B si y sélo si (2.51)
es una graduacion de B como dlgebra y @ es un automorfismo de dlgebras. Dejamos esta tarea al
lector. O

El grupo Aut, .(G) actia sobre G°P via { - g := {(g). Por lo tanto tiene sentido considerar el
producto semidrecto G(y, z) := G < Aut, .(G).
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DEriNICION 4.16. Sean D = (G, x, 2, 4, q) como en el Corolario 4.7 y B un dlgebra provista de
un automorfismo de dlgebras a: B — B, una funcion U: B — By una G(y, z)°P-graduacion

B= @ Bes, (2.53)
(8:0)eG(x,2)°P

de B como espacio vectorial. Decimos que (2.53) es una graduacion de B compatible con D si
alguna de las siguientes condiciones se satisfacen:

1. A(Z" - 1) =0y (2.53) es una graduacion de B como dlgebra.
2. A"-1)#0, 15 € Blc,id’

By By C Bygyhgor ® Brnpgmgpor  para todo (g, ), (h, ¢) € G(x,2), (2.54)
yparacada b € By y ¢ € B, 4, la componente homogénea (bc) -g(g)ng0r de be de grado

@ "P(@h,p o)

estd dada por
S0
(b)ratgiaes 1= =1 ) | o s = U (D) (U (0). (2.55)

TreorREMA 4.17. Sea B un dlgebra. Cada dato consistente de
- una G(y, z)°P-graduacion
B= @ By, (2.56)
(8:0)€G(x,2)°P
- un automorfismo de dlgebras a: B — B de B tal que
" =id siAZ"=1)#0 y &By;) = By, paratodo (g,7),
- una funcion U: B — B tal que

la graduacion (2.56) es compatible con D,

Uoa=gqaol,

U'=0,

U(Bgy) Bi,, para todo (g,{)
y

U(bc) = bU(c) + x(hU(b)a(c) paratodob € By c € By, (2.57)
donde

By, := @ By, paratodo h € G,
JeAuty, . (G)

determina un Hyp-comodulo dlgebra a derecha (B, s), en el cual s: Hp ® B — B ® Hy es la
transposicion a izquierda de Hyp en B asociada a la funcion a 'y a la Aut, (G)°P-graduacion de B

B= P B, whereB; =] B, (2.58)
ZeAut, (G)°P g€G

La coaccionv: B — B® Hyp de (B, s) estd dada por
n—1
1 ‘ o
w(b) = Z —_U/(b)®zgx)  paratodo b € B,. (2.59)
= (])!qp

Ademads, todos las estructuras de Hgp-comodulo dlgebras trenzadas a derecha con dlgebra subya-
cente B se obtienen de este modo.
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2 Hyp-comédulo dlgebras a derecha Extensiones cleft

DEemosTRACION. Sea (B, s) un Hp-comddulo a derecha, con s una transposicién a izquierda de
Hg sobre el dlgebra B. Consideremos los subespacios B, s de By las funciones a y U asociadas a
(B, s) como en el Corolario 4.13. Por tal corolario, la Proposicién 4.15, y las Observaciones 2.27
y 2.37, para completar la demostracién serd suficiente mostrar que la coaccién v de (B, s) satisface

v(lp) =15® 1y, y voup=Wup®uu,)o(B®s®Hp)o(¥yQv) (2.60)
si y s6lo si la descomposicion
B= P By (2.61)
(&:0)eG (2P

es compatible con la P graduacién de B y U satisface la condicién (2.57). Primero hacemos
algunas observaciones. Sean b € B, s y ¢ € By, 4. Por la definicion de v,

v(be) = ZZ()' Ul(be)p) @ z7'f (2.62)

=0 feG
Por otro lado, un calculo directo muestra que

n—1 n—1
—vr ( )r r rerrs —r—s r+s
F(b,c) = Z Z e CACO LR
(2.63)
(u—r)r h r
- P Gy (U () © 2 g,
(M gpu—1r)yp

donde para abreviar expresiones escribimos
F(b,¢) == (up ® finp) © (B® s ® Hp)(v(b) ® ().
A continuacién ponemos
POy (hy
(Nlgpu=1)lgp

Puesto que x" = A(z" — 1), laigualdad (2.63) se transforma en

Al(b,c) = U’ (b)e! (U (¢)).

n—1 n—1

Al(b,c) ® 7 p(g)hx' + AZ Z Al (b, 0)® " (" — 1A'

=0 r=I+1

|
—_

MN

n

F(b,c)

N

r

Z(Z Aj(b,c) + 4 Z Alen(D, C)) ® 7 'p(e)hy' (2.64)
=0

3
»—-O
~ L

r= r=Il+1
n—1

- QAT (b,e)® 77" p(g)hx'.
=0 r=I[+1

Primero vamos a probar la parte =). Asumamos que A(z"—1) # 0y dejamos el caso A(z"—1) =
0, que es mads sencillo, al lector. Para comenzar notemos que por la primera igualdad en (2.60),
136316 = @ Blc,{'
feAut, -(G)
Dado que, por otra parte, (2.58) es una graduacion de A como dlgebra, necesariamente

lg € Big = @ By id,

geG
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y asi 13 € Bj,id. Recordemos que b € By, y ¢ € By 4. Dado que por la segunda igualdad en
(2.60), las ecuaciones (2.62) y (2.64) coinciden, tenemos que

n—1

Af(b. o)+ 1) ALb.0) sif = d(s)h.

r=1

(be) s = nzl , (2.65)
/ —/IZ Al(b,c) si f=z"¢(gh,
r=1
0 de otro modo,
y
1 n—1
DIALB, )+ 1D AT (bo) sif = d(@)h,
r=0 r=2
U(bo)y) =4 2 ' (2.66)
—A) AL (b, 0) si f = 27"$(9h,
r=2
0 de otro modo.

Dado que, por la Proposicion 4.15, sabemos que bc € By.s, a partir de la igualdad (2.65) se
sigue facilmente que la graduacion (2.56) es compatible con D (recordemos que si A(z" — 1) # 0,
entonces p" = 1). Finalmente, por (2.66)

Ulbe) = > U((be)y)
f

1 n—1 n—1
= Y Alb, )+ A ) AL (b,) = A D AL (b,c)
r=0 r=2 r=2
=AYb, ) + Al (b, c).

Por lo tanto (2.57) es verdadera.

Probemos ahora la parte ). Asumimos que (2.61) es compatible con D y que U satisfa-
ce (2.57). Nuevamente consideremos el caso A(z" — 1) # 0 y dejamos el caso A(z" — 1) = 0, que es
mads sencillo, al lector. Para comenzar observemos que v(1g) = 13 ® 1p,,, puesto que

1 € By, y U(lp) =1gU(1p)+ U(1p)1p = U(1p) = 0.

Por lo tanto, todo se reduce a probar que la segunda condicién en (2.60) se satisface. Por las
igualdades (2.62) y (2.64), esto es equivalente a probar que paratodo 0 <[/ <ny f € G,

) n—1
DA+ A DAL (B0 sif = d(h,
r=0 r=I+1
Ul(bo)y) =4 = (2.67)
Ol 772 Ao i f = (g,
r=I+1
0 de otro modo.

Para [ = 0 esto se sigue facilmente a partir del hecho de que la igualdad (2.55) es verdadera y

be = (b¢)g(gyngor + (DC)ng(g)h ol
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2 Hyp-comédulo dlgebras a derecha Extensiones cleft

puesto que (2.61) es compatible con 9. Asumamos por hipétesis inductiva que la igualdad (2.55)
es verdadera para / y que [ < n — 1. Esto implica que

n—1
Z U(Aj(b,0)) + 4 )" U(A],,(b,c) sif=g(@h,
r=I+1
Ul+1 b —
(l)' ((be)y) = —/IZ U(A], (b, 0)) si f =z"¢(g)h,
r=I+1
0 de otro modo.
Por lo tanto debemos probar que
1 n—1
- ; U(A, (b,c)) = rzl;zAHHn(b, ) (2.68)
y
I+1
1)qp Z U(Al(b, c)) = ZAM(b, o). (2.69)

Usando (2.57) y los hechos de que @ o U =qUoay p* =1, obtenemos que

r _ (r b (h)r r rerrl-r
U(A;j(b,0) = mU(U (b)a"(U™"(c)))
— M(qur(b)ar(UHl—r(c)) + pr_l/\/(/’l)Ur+1(b)(}’r+l(Ul_r(C))).
(MNgp(l=Nlgp
y
(r Dr h
U, (b.0) = MOy (0 (o)

(r )!qp(“' —Nlgp
__ pxy
Mgpl+n—=nr)yp

Dado que U" = 0, esto implica que

(qur(b)ar(Ul+l+n—r(c)) + pr—lX(h)Ur+l (b)ar+l (Ul+n—r(c)))'

p(r Dr (h)r r
= (Ngp(l=1)lgp
(r=D(r+1) r+1

Z 4 x(h) Ur+1(b)ar+l(Ul—r(c)))

(Mgpl=1)lyp

l r— r r
P r(h)q

S Mg =Dlgp

l
DU, ) = U’ (b)e' (U™ (0))
r=0

Ur(b)a,r(UHl—r(c))

+1 (r I-Dr (h)r
Z (r— 1)‘qp(l+ 1-nlyp

Ur(b)ar(Ul+l_r(C))

n-1 p(r—l)rX(h)r r

r r +1+n—r
P d+n—nl, U'(b)a" (U ()

n—1
Z U(A], (b,c)) =
r=I+1

r=I+2
n=2 DDy
MNgpl+n—=r)y,
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n-1 (r Dr (h)r r
Z (r)'qp(l +n-=ny

r=I+2

(r -)r N
+ Z r_ 1)' ( ) Ur(b)cl’r(Ul+1+n_r(C)).

) qp(l+1+n—r)‘qp

Ur(b)a,r(Ul+1 +l’l—r(c))

Por lo tanto para completar la demostracion de las igualdades (2.68) y (2.69) es suficiente com-
probar que

(I + Dyp 1
I+l Dy
L+ Dy (!

I+l Dy’
[+ 1 (r=I-Dr h'" (r-Dr ror (r=I1-Dr r
( )qpp x(h) _ D x(h)'q p x(h) paral <r<l
M+ 1=y D=1y =Dl +1=1)y
y
A+ Dgpp"™ "y prDry(hy '
N+ 1T+n=1y Ol +n—1y

(r I-r (h)r
(r— 1)!q,,(l+ L+n—nly,

paral+2 <r<n.

Pero las dos primeras igualdades son triviales y las dltimas equivalen a

(L+ 1)gpp" 07 = pUDrg 1+ 1= 1)y + p707() paral <r <l
y
I+ l)qpp(r_l_l)r =pr g A+ 1+n- Ngp + plrl= 1)r(r) paral+2 <r <n,
y es facil verificar que estas igualdades son verdaderas. O

OBSERVACION 4.18. Sean (B, s) un Hgp-comddulo dlgebra a derecha 'y Bg := {b € B : v(b) €
B ® kG}. Observemos que

Bg = ker(U) = @ By Nker(U).
(8:0)eG(x.,2)°P

Ademds,

v(Bg) € Bg ® kG,
porque (B® A)ov = (v® Hp) o v. Por lo tanto, dado que

(B®cy)o(s®Hp)o(Hp®v) =(v®Hp)os,
tenemos que s(Hp ® Bg) € Bg ® Hp. Andlogamente s~'(Bg ® Hp) C Hp ® Bg, y por ende,
s(Hp ® Bg) = B ® Hp.
Asimismo Bg es una subdlgebra de B puesto que
vou = (up®pury) o (B®s® Hp) o (v®).

Claramente s induce por restriccion una transposicion a izquierda § de kG sobre Bg. De los
comentarios anteriores se sigue que (Bg, 5) es un kG-comodulo dlgebra a derecha.
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3 Hy extensiones cleft Extensiones cleft

3. Hjy extensiones cleft

A lo largo de esta seccion utilizaremos libremente las notaciones introducidas en la Seccién 2
y la caracterizacion de Hp-comodulo dlgebras a derecha obtenidas en el Teorema 4.17. Sean (B, s)
un Hyp-comédulo dlgebra a derecha y C := BH2, Recordemos que, por el Corolario 4.14,

C=Bi nkerU)= P By Nker(U).
JeAut, ,(G)

TreorREMA 4.19. La extension (C — B, s) es cleft si y solo si existen b, € By una familia
(bg)eec de elementos de B>, tales que

(@) bg € Bgia Nker(U) para todo g € G,
(b) by € Bja N U (),
(¢) a(by) = gbx,
(d) a(bg) = bg para todo g € G.
Si éste es el caso, la funcién y: Hp — B, definida por 7(gx') := bgb;, es una funcion cleft, y su
inversa respecto de la convolucion estd dada por
- ; ; =
¥ (ex) = (=1)i(gp) T BB L
DEMOSTRACION. Asumamos que (C < B, s) es una extension cleft y fijemos una funcion cleft
y: Hp — Btalque y(1) = 1. Paracada g € Gy 0 <i < n, sea b, := y(gx'). Puesto que y es un
morfismo de comddulos a derecha

viby) =1®x+b,®z y viby) =b,®g,
lo cual, por la férmula (2.59), implica que
be € B;Nker(U) y  bye B, NU(1).

Ademas b, es inversible para cada g € G, dado que y es inversible respecto de la convolucion. Por
otro lado, evaluando la igualdad

(y®Hp)ocg=s0(Hp®Y)
enh®x,x®x,h®gy x® g, donde i € G es arbitrario, se obtiene que
by € By, a(by) =gby, bgeBia y alby)=by,

para todo g € G. Entonces, los items (a)—(d) son verdaderos. Reciprocamente, asumamos que
existe by € By una familia (bg),ec de elementos de B* que satisfacen las condiciones (a)—(d).
Probaremos que (C < B, s) es cleft y la funcién ¥: Hp — B, definida por y(gx') := bgbi, es una
funcioén cleft. Primero verifiquemos que

Vo 5/(gxi) =(¥®Hp)o A(gxi) paratodoge Gyi > 0. (3.70)
Para g = 1y i = 0 es evidente que esto es cierto. Asumamos que lo es para g = 1y ip. Luego
v o y(x**) = v((x")b,)
= (1B ® ) © (B® s ® Hp)(v(¥(x")) ® v(by))
io

= Z (19) (1B ® pipy) 0 (B® s ® Hp)(bl. @ 2/x"/ @ 15 ® x)
j=0 \/ap

io /.
+ Z (lo) (uB ® ) 0 (B® s ® Hp)(b} ® /X" @ b, ® 7)
=0\ /ap
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io

Il
S
()
o
~. S

. o io S S
) bl @ Z/xo+=i 4 ( ) bla /(b)) ® 7/ X"z
qp =0 \/qp
10 . i()+1 .
lo J oo jiotl—j Y iotl=j iotl—jp) o ojvio+1—j
| by ®ZX + 1 q 14 by ®z/x
i qp N7 Map

~
I
[

M=

(i0+l

) bl ® z/x0+1=,
J Jap

=0
Por lo tanto, la igualdad (3.70) es verdadera cuando g = 1. Pero entonces
v o 7(gx') = v(bg¥(x))
i
= Z (l) (ﬂB ®,UHZ)) o (B® s ® HD)(bg ®g® b{c ®iji—j)
j=0 \ap

i,
= Z (‘) beb) ® gz/x'.
=0 Map
Abhora verifiquemos que (¥ ® Hp) o ¢, = s o (Hp ® ¥). En efecto,
(7 ® Hp) 0 c,(gx' ® hx!) = ¢'/bub) ® gx' = s(gx! @ bybl) = s 0 (Hp ® 7)(gx' ® hx').

Resta verificar que ¥ es inversible respecto de la convolucién. Como notamos en [14, Section 3],

2 Dap i) =10 wo<i (3.71)
Jj ap 0 si0O<i<n.

Jj=0
Usando eso es ficil probar que ¥ es inversible con

o i i LGl DR
7 (gx) = (=D'(gp) T bib

lo cual completa la demostracion. O
OBSERVACION 4.20. En el teorema anterior podemos suponer que by = 1.

TeorEmMA 4.21. Asumamos que (C — B, s) es cleft. Tomemos b, € By una familia (by)ecc de
elementos de B* con by = 1, de modo que las condiciones (a)—(d) del Teorema 4.19 se satisfacen.
Entonces

1. B es un C-modulo a izquierda libre con base {bgbi :ge€Gy0<i<n)
2. Sea'b = Vb y para todo g € G, sean ay := by ¢q 1= (bxby — x(g)bgh)by b,
Entonces a4 € C*, g € C,ysix" =0, entonces b € C.

3. La accion débil de Hyy sobre C asociada a ¥ de acuerdo al item (5) del Teorema 2.87,
estd dada por

gx’ = c¢= Z(—l)s(qp)mz_l)(r) bgb;_sas(c)b;bg(fg)z, for c € By, ¢ Nker(U).
s=0 s qp
4. El dos cociclo o: Hp® Hp — C asociado a y de acuerdo al item (5) del Teorema 2.87,
estd dado por

G L L ‘
o(ge ®h)= ) (_1)&'[(?) (r) (@)™ 2 Py e blbyb b
0<i<s qp qp
0<j<r
f,-j<n
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r s‘"(” 1))
+AZ( 1)§l}( ) (])qp(qp) +sj—ij (h)s lb bl bhbgmbghzwr

0<i<s
O<j<r
&ijzn

r n "71)
_AZ( 1)51,( ) () (qp) +sj-ij ()~ zb b bhbfmbghzﬂr .
qp M/ qp

0<i<s
0<j<r
gijzn
where &gy = s+r—a—band &, =&y —n
DeMosTRACION. (1) Por el item (4) del Teorema 2.87, la funcién
¢: C®Hp — B,
definida por ¢(c ® y) := c¥(y), es una base normal. El item (1) es una consecuencia inmediata de
este hecho.
(2) Usando el item (4) de la Proposicién 2.37 es facil comprobar por induccién que

.
v(by) =b,®g" 'y v(by)= Z (:) b ®z'x" paratodogeGyr>0.
i=0

Como (”) = 0 cuando 0 < i < n, esto implica que
Yap

V(o) =0a,®1 paratodogeG y v(b)=10x"+bio7".
Ademas,
v(bibg) = (U ® Up,) 0 (BO®s®Hp)(1®x®b; ®g+b,®2® by ® g)
= (Up®UH,)(1 ®b, ®X®E+b,®D,®2® g)
=x(8) b, ® gx +bib, ® 28

v(x(8) bgbx) = (B ® finy) © (BO s @ Hp)(x(8) by ® g ® 1@ x + x(8) by ® g ® by ®2)
= (UB® UHy) X (8) b ®1® @ X+ x(8) by ® D ®E®2)
= x(8) by ® gx + x(8) bghx ® 28,
para todo g € G. El item (2) es una consecuencia inmediata de estos hechos.
(3) Esto se sigue por un calculo directo utilizando el item (5) del Teorema 2.87.
(4) También se sigue a partir de un calculo directo utilizando el item (5) del Teorema 2.87. O

La Proposicién 4.23 de abajo es util para simplificar el calculo de la primer suma en el lado
derecho de la igualdad en el Teorema 4.21(4).

Lema 4.22. Con las notaciones del resultado anterior, tenemos
(s— l)(S i—1)

2(_1)@,(5) (apy 2 i {( D<ign T =0,
; J
j=0

0 if0<r<n

DEMOSTRACION. Seaa := s —iy b :=r — j. Puesto que &; = a + b, tenemos

r

&iEi-D L atb)atb
Z(—l)fff(r.) (gp)~ 2+ :Z<—1>“+b(;) (qp) T rar-ab
=0 I ap b=0 ap
Z( 1)”() an) T

= (-1)gp)™+*3
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que combinado con (3.71) da el resultado deseado. O

Proposicion 4.23. Sean r, s,i > 0 con 0 < i < s. Los siguientes hechos valen:
1. Sir=0, entonces

Eklﬁ{)mm

O<j<r
&ij<n

(s— l)(r i—1)

+SJ l]_( I)S l(q )

2. Sir> 0, entonces

Z ( l)flj( ) (qp) ’J(glj +Y] l] Z ( 1)5,]+1( ) (QP)M_FU l]

0</<r O<J<r
§1/<n ‘fzjzn
donde&ij:=s+r—i—j
DemosTRACION. Por el lema anterior. O

CororLAr10 4.24. Seanr,s,i>0con0<i<s. Si0<r<n-s+1i entonces

zylﬁ{)@m

O<j<r
&/<n

-1
+sj—ij _ =0

DEemosTRACION. Por la Proposicion 4.23. O

4. Ejemplos

En esta seccion consideramos dos ejemplos particulares de las dlgebras de Hopf trenzadas Hyp
definidas en el Corolario 4.7 y aplicamos los resultados obtenidos en este capitulo para determinar
sus extensiones cleft.

4.1. Primer ejemplo

Consideremos el dato D = (C, X C, X C», ¥, 2, 4, q), donde:
- C; = {1, g} es el grupo multiplicativo de orden 2,
- x: Cy X Cy x C3 —> Ces el caracter dado por y(g', g2, g) = (=1)1+2+i3,
-2:=(888):
-g=1lya=1

En este caso p := y(z) = —1, n = 2y el dlgebra de Hopf trenzada Hyp del Corolario 4.7 es el
algebra generada por el grupo G := C; X C2 X C3 y un elemento x sujeto a las relaciones

xz — Z2 _ 1 — 0 y x(gil’giz’gi3) — (_l)il+i2+i3(gil,gi2,gi3)x,
provista con la estructura de algebra de Hopf estindar con comultiplicacién A, counidad € y la
antipoda S dada por

Alg)=g®g, Ax) =1®x+x®¢z,
e(g) =1, e(x):=0
S® =g, S(gn) = -xz"'g",

donde g denota un elemento arbitrario de G. Sea S3 el grupo simétrico en {1, 2, 3}. Es ficil de
verificar que Aut, . (G) = Sgp (el automorfismo asociado a o € S3 es la aplicacién dada por

(g",87,8%) = (g7, goe), gloe).
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4.1.1. Hp-espacios

Sea V un C-espacio vectorial. Por la Proposicion 4.11 sabemos que tener una estructura de
Hgp-espacio con espacio vectorial subyacente V es “lo mismo” que tener una graduacioén

V=PV,
o€eSs
y un automorfismo a: V — V tal que
a(Vy) =V, paratodoo € Ss.

La aplicacién de estructura s: Hp ® V — V ® Hyp construida a partir de esos datos estd dada por

S((gil , giz’ gi3) ® v) =P ® (giu'(l), giu'(Z)’ giu'(S))

s((8", 8", gMx®v) i= a(n) ® (g, g, g")x
paracadav e V.

4.1.2. Hgp-coméddulos

Sea V un C-espacio vectorial. Por el Corolario 4.13 las estructuras de Hp-comddulo a derecha
(V, s) con espacio vectorial subyacente V estan univocamente determinadas por los siguientes
datos:

(a) Una descomposicién

V= EB Vigo)

(8.0)eGxS
(b) Un automorfismo e: V — V que cumple que a(V(g)) = V(g para todo (g, o),
(c) Una aplicaciéon U: V — V tal que
Uoa=aolU, U*=0 y UVge) S Vigo
para todo (g, o).

(Para las férmulas de la transposicién s de Hyp sobre V y la Hp-coaccidn a derecha v véase el
Corolario 4.13). Un procedimiento para construir ejemplos de espacios vectoriales G X Aut, .-
graduados provistos de un automorfismo @: V — V y una aplicacién U: V — V que satisfaga las
condiciones requeridas en los items (b) y (c) es el siguiente: primero tomemos un espacio vectorial
V provisto de una descomposicion en una suma directa de 48 subespacios V(g ) ((g,0) € GXS gp);
luego descompongamos cada espacio V(g ) como una suma directa

Vigo) = v

1 .
e ® Vigoy

luego definamos U como la funcién nula en V& o)
incluida en V&Z o) sobre V(lg - Resta construir @. Puesto que Uoa = @oU y a es un automorfismo,

la restriccion de a a V(g ) necesariamente es de la forma

y como una funcién inyectiva con imagen

0 10 1
a(v0, V1) = (g ) (V0) + Ag ) (V1)s (g (V1))
0 1 .yl 1
— Ve Y %o Vieo — Vigo
es un morfismo. Estas aplicaciones pueden construirse del siguiente

. 0 .0
donde las funciones Qg ) V(gm

;4 10 . y1 0
¢ion &g ) * Vigry — Vigo 1

. 0 ._ 1 7 .yl 0
modo: sea Vi, = U (V(gzm) yseaUigeo): Vg, o) — Vigo)

ra cada (g, o) tomemos un automorfismo arbitrario a(lg o) de V(lg o) luego definamos la restriccién
0 N

0
(g.0) (gz,0) (gz,0)

son automorfismos y la fun-
el automorfismo inducido por U. Pa-

« e, L e 1
como la composicion Xpo = Ugeoyoa

0 V5 J— V&, o) de la funcion «
’ (8.0)

“W&, PRCY)
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(esto es forzado por la condicién U o @ = a o U); luego extendamos ozo~o a un automorfismo

| V(g,tr)

finalmente tomemos @'° . como un automorfismo arbitrario.

0 .
gy’ (8)
OBSERVACION 4.25. Por el Corolario 4.14 sabemos que V°H2 = V. N ker(U), donde Vy,, =

690‘653 VIG’O—'

OBSERVACION 4.26. Estamos en el caso cldsico, donde s es el flip, si 'y solo si Vg, = 0 para
o #1id y a es la funcion identidad. En este caso, la descomposition en el item a) antes mencionado
tiene ocho sumandos, el item b) es trivial y la primera condicion en el item c) también lo es.

4.1.3. Transposiciones de Hy sobre un algebra

Por la Proposicién 4.15, para cada C-algebra B, tener una transposicién s: Hp®B — BQHy
es equivalente a tener una graduacién de dlgebra

B= @ B,
(rESgp

y un automorfismo de édlgebras a: B — B tal que a(B,) = B, paratodo o € S3.

4.1.4. Hgp-comodulo algebras a derecha

Por la discusion anterior a la Definicion 4.16 sabemos que el grupo S gp actia sobre G (= G°P)
viao- (g, g2, g") := (glom, gle@, g's®). Consideremos el producto semidrecto G(y, z) := G xS gp .
Trabajaremos con el grupo G(y, z)°P. Su conjunto subyacente es C; X C, X Cp X S3 y el producto
estd dado por

(gil , giz’giz, U)(gjl,gjz, gj3,7-) — (gjl"'ir(l)’ gj2+ir(2)’ gj3+i'r(3)’ o oT).
Sea B una C-dlgebra. Por el Teorema 4.17 tener un Hp-comddulo dlgebra a derecha (B, s) es
equivalente a tener

(a) una G(y, z)°P-graduacién

B = @ Bg.o)
(8.0)€G(x:2)P
de B como dlgebra,
(b) un automorfismo de algebras @: B — B tal que

@(Bg) € Bgo) paratodo (g, 0),

(c) una aplicacién U: B — B tal que

~-Uoa=aoU,

-U*=0,

- U(Bgo)) € Bgzy  paratodo (g, 0),

- laigualdad

U(bc) = bU(c) + (=1)2*BU(b)a(c)
es valida paratodob e By c € B(gil g8 = @0633 B(g;1 22.83.7)

OBSERVACION 4.27. Estamos en el caso cldsico, donde s es el flip, si y solo si By, = 0 para

o # id y a es la funcion identidad. En este caso, la graduacion en el item (a) es una G-graduacion,
el item (b) es trivial, y el item (c) se simplifica considerablemente.
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4.1.5. Extensiones H-cleft a derecha

Sea C := B0 Por el Corolario 4.14 sabemos que

C = By, Nker(U) = ED B, N ker(U).
oeSs3

Por el Teorema 4.19 y el comentario que sigue a ese resultado, la extension (C — B, s) es cleft si
y s6lo si existen b, € By una familia (bg)gei de elementos de B tales que

(a) by, =1,

(b) bg € B(g;ia) Nker(U) para todo g € G,

(C) bx € B(g,g,g,id) N U_l(l)’

(d) a(by) = by,

(e) a(bg) = bg paratodo g € G.

Por el Teorema 4.19 sabemos que

1. B esun C-médulo libre a izquierda con base {bob’ : g€ Gy 0 <i < 1}

2. La accién débil de Hyp sobre C asociada con ¥ de acuerdo al item (5 ) del Teorema 2.87
estd dada por

ol 63y < pepp . -1
(¢".87.8") C_b(g’l,g'Z,g’3)Cb(g"rr<1>,g"rr<2>g'}r(3))

i1 o ,i3 N = L — -1
(8".8%8")x —~c= b(g”’g’%g“)(bxc a(c)bx)b(g;(r(l),8[0(2)’g[0(3))(g,g,g)

para ¢ € By, Nker(U).

3. Eldos cocicloo: Hp® Hp — C, asociado con ¥ de acuerdo al item (5) del Teorema 2.87
estd dado por

o(g®@h) = bebnby,,

o(gx ®h) = —x(Wbgbnb.byny o o) + Pebibibgne o o
o(g®hx)=0

y
o(gx ® hx) = x(h)bgbnbibg,,

parag, h € G.

4.2. Segundo ejemplo
Consideremos el dato D = (Cs, x, 2, 4, ), donde:

- Ce={l1,g, gz, g3, g4, g5} es el grupo ciclico multiplicativo de orden 6,
- x: C¢ — Ces el caracter dado por y(g') := &, donde & es una raiz de orden 3 de 1,
-1:=8
-g=¢ya=1.
En este caso p := y(2) = &, n = 3 y el dlgebra de Hopf trenzada Hy) del Corolario 4.7 es el dlgebra
generada por el grupo C¢ y un elemento x sujeto a las relaciones

x3=g3—1=0 y  xg = &gx,
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provista de la estructura de dlgebra de Hopf con comultiplicacién A, counidad e, antipoda S y
trenza c; dada por

A(gi) = gi®gi, Ax) =1®x+x®g,
e(g) =1, e(x) =0
S(gixj) = (_1)j§j(j—1)xjg—j—i’
c§(gixj ® gkxl) = fﬂgkxl ® gixj.
Es claro que Aut, ,(Ce) = {id}.

4.2.1. Hgp-espacios

Sea V un C-espacio vectorial. Por la Proposicion 4.11 sabemos que tener una estructura de
Hp-espacio con espacio vectoirial subyacente V es equivalente a tener un automorfismoa: V — V
tal que o® = id. La aplicacién de estructura s: Hp ® V — V ® Hp construida a partir de esos
datos esta dada por

s(g'x/ ®v) = o/ (V) @ g'x’.

4.2.2. Hgp-comodulos

Sea V un C-espacio vectorial. Por el Corolario 4.13 las estructuras de Hyp-comédulo a derecha
(V. s) con espacio vectorial subyacente V estdn univocamente determinadas por los siguientes
datos:

(a) una descomposicion
V=P Vy=VieV,eVeaVuaVsoV,,
§'€Ce
(b) un automorfismo : V — V que cumple que o = id y a(V,i) = V,i para todo i,
(c) una aplicacién U: V — V tal que
Uoa=éxolU, U>=0 vy U(V,i) € Vyip1 paratodo i.

(Para las férmulas de la transposicién s de Hyp sobre V y la Hp-coaccidén a derecha v véase el
Corolario 4.13).

4.2.3. Transposiciones de Hy sobre un algebra

Por la Proposicion 4.15, para cada C-algebra B, tener una transposicion s: Hp®B — BQHy
es equivalente a tener un automorfismo de dlgebras a: B — B tal que o = id.

4.2.4. Hgp-comodulo algebras a derecha

Sea B una C-algebra. Por el Teorema 4.17 tener un Hp-comddulo dlgebra a derecha (B, s) es
equivalente a tener

(a) una Cg-graduacion
B = B @BgEBBgz @Bg3 @Bg4@3g5,

de B como espacio vectorial tal que 15 € By,
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(b) un automorfismo de dlgebras @: B — B tal que
d=id vy a(B,i) € B, para todo i,
(c) una aplicacion U: B — B tal que
~-Uoa=aoU,
- U =0,
- U(B,i) € Byt paratodo i,
- la igualdad
U(bc) = bU(c) + £ U(b)a(c)
es vélida paratodo b € By ¢ € By,
- BB,y C B,i+j @ B,i+j-» para todo i, j. Ademds, dados b € B,iyc € B
(be)4i+j-3 € Bgivj-3 de be esta dado por

(bC)givis = EUBIAU(0)) + EXU ()P (U(c)).

/> €l componente

4.2.5. Extensiones H p-cleft a derecha

Sea C := B*#» Por el Corolario 4.14 sabemos que
C = By nker(U).
Por el Teorema 4.19 y el comentario que sigue a dicho resultado, la extensioén (C < B, s) es cleft
si'y sélo si existen b € By una familia (b,i),icc, de elementos de B* tales que
(a) by =1,
(b) by € By Nker(U) para todo g' € Ce,
(c) by € B,n U,
(d) a(by) = Eby,
(e) a(bgi) = b, paratodo g' € Ce.
Por el Teorema 4.19 sabemos que
1. B es un C-médulo libre a izquierda con base {bgibi 1gleCey0<j<2).
2. La accién débil de Hy sobre C asociada a ¥ de acuerdo al item (5) del Teorema 2.87 esta

dada por
) R

gl — C = bngbgl- N

gix — = bg,’(bxc — O,’(C)bx)b;,']H 5
y

g% = ¢ = bu(bre = Qpba(Oby + (BB L,

= bgi(bic + &ba(c)by + az(C)bi)b;flz

parac € C.

3. El dos cociclo o: Hp ® Hpy — C asociado a ¥ de acuerdo al item (5) del Teorema 2.87
estd dado por

o(g®g)) = bg,-bg,b;,ij,
o(g'x®g) = ~glbybyibib Ly + bybibeibl s
o (g’ ®gl) = E bbb L, + gJ'*lbg,-bxbg,-bxb;im + bg,-bibg,-b;,.im,

gi+j+2
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o(g' ®g/x) =

o(g'x®g'x) =

o(g'x’ @ glx) = —g—‘zlb iy ,w — &b b, b—,.i_, + &b b, bibgjﬂm
o(g' ®g/x?) =

o(g'x®g/x’) = —f’b bitres = Ebgbyibk + Ebybybib L.

O'(g x g x2) = _§2j+1bgibgjbxb;i-l+j+4 _§2j+1b "b b b_:+;+1 +§j+1bgibxbgjb;i-l+j+4
+ E byibibyib sy + ET bybgbib s — € bbb b .
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